
ChatGPT und lineare Gleichungssysteme 

 

Als Reaktion auf meine Texte mit und über ChatGPT und auch als Impuls in zahlreichen 
Gesprächen kam immer wieder die Frage auf, ob ChatGPT sich unterschiedlich verhält, je nachdem, 
zu welcher Art Mathematik man Fragen stellt. Unterscheiden sich die Antworten bei 
Schulmathematik oder höherer Mathematik? Bei Rechenaufgaben oder Argumentation? Je nach 
Thema oder Abstraktionsgrad? Im Umfeld der schon entstandenen Texte habe ich immer wieder 
festgestellt, dass Fragen nach exakten Definitionen oder mathematischen Argumenten, im Sinne 
eines Beweises, nicht so gut funktionieren. Aber was ist mit konkreten Beispielaufgaben und 
Erklärungen zur Lösung? Vielleicht noch mit verschiedenen Schwierigkeitsgraden, verschiedenen 
Lösungsansätzen? Auf Schulniveau und auf Uniniveau? Da gibt es ein paar Themen, die sich 
anbieten, und ich habe mich für lineare Gleichungssysteme entschieden (kurz LGS). Mich 
interessiert, welche Schwierigkeiten ChatGPT da anspricht, was für Übungsaufgaben vorgeschlagen 
werden und ob der Bezug zur Unimathematik sinnvoll hergestellt wird, mit korrekten 
mathematischen Definitionen.  

 

Rebecca: Bitte erkläre einige typische Probleme, die Schüler oder Studentinnen mit linearen 
Gleichungssystemen haben. 
 
ChatGPT: Schülerinnen und Studenten können verschiedene Probleme beim Umgang mit linearen 
Gleichungssystemen haben. Hier sind einige typische Schwierigkeiten, die auftreten können: 

1. Komplexe Notation: Das Notieren und Verstehen der Notation von linearen 
Gleichungssystemen kann für einige Schülerinnen und Studenten verwirrend sein. Die 
Verwendung von Variablen, Koeffizienten, Unbekannten und Konstanten in den 
Gleichungen erfordert ein klares Verständnis, um die Probleme korrekt zu lösen. 

2. Verwirrung bei den Lösungsmethoden: Es gibt verschiedene Methoden, um lineare 
Gleichungssysteme zu lösen, wie zum Beispiel das Einsetzungsverfahren, das 
Gleichsetzungsverfahren oder die Verwendung von Matrizen und Determinanten. 
Schülerinnen und Studenten können Schwierigkeiten haben, die richtige Methode 
auszuwählen und sie effektiv anzuwenden. 

3. Fehler bei der Durchführung von Rechenschritten: Beim Lösen von linearen 
Gleichungssystemen sind viele Rechenschritte erforderlich, wie das Addieren oder 
Subtrahieren von Gleichungen, das Multiplizieren von Gleichungen mit Faktoren oder das 
Umformen von Ausdrücken. Fehler bei der Durchführung dieser Rechenschritte können zu 
falschen Lösungen führen. 

4. Probleme mit dem Konzept der Unbekannten: Das Konzept der Unbekannten in linearen 
Gleichungssystemen kann für einige Schülerinnen und Studenten abstrakt sein. Sie können 
Schwierigkeiten haben, den Wert oder die Bedeutung der Unbekannten zu verstehen und zu 
interpretieren. 

5. Mangelnde praktische Anwendung: Manchmal haben Schülerinnen und Studenten 
Schwierigkeiten, die Anwendung von linearen Gleichungssystemen in realen Problemen zu 



erkennen. Sie können Schwierigkeiten haben, die mathematischen Konzepte auf praktische 
Situationen anzuwenden und die Gleichungen richtig aufzustellen. 

6. Überforderung bei komplexen Systemen: Wenn die Gleichungssysteme komplexer werden, 
zum Beispiel mit mehreren Unbekannten oder einer größeren Anzahl von Gleichungen, kann 
es für Schülerinnen und Studenten schwierig sein, den Überblick zu behalten und die 
richtigen Lösungen zu finden. 

7. Fehler bei der Interpretation der Lösungen: Nachdem die Gleichungssysteme gelöst wurden, 
müssen die Ergebnisse interpretiert werden. Schülerinnen und Studenten können Fehler 
machen, indem sie die Lösungen nicht richtig überprüfen oder die Bedeutung der Lösungen 
in Bezug auf die ursprüngliche Fragestellung nicht angemessen erfassen. 

Es ist wichtig, dass Schülerinnen und Studenten diese möglichen Probleme erkennen und bei Bedarf 
zusätzliche Unterstützung suchen, sei es durch Lehrkräfte, Tutorinnen und Tutoren oder Online-
Ressourcen, um ihre Kenntnisse und Fähigkeiten im Umgang mit linearen Gleichungssystemen zu 
verbessern. 

Ich finde all diese Hinwiese gut, teilweise doppelt es sich (meiner Auffassung nach) und ich möchte 
daher konkreter nachfragen. Ziel ist, genauer zu verstehen, wie sich solche Probleme zeigen und wie 
man mit gezielten Übungsaufgaben gegensteuern könnte. Das wäre für mich selbst für die Lehre 
interessant, für die Gestaltung von Übungsaufgaben, aber auch als Hinweis für Studis zur Diagnose 
von Problemen beim Selbststudium. 

 
Rebecca: Erkläre für das erste Problem ein konkretes Beispiel. 
ChatGPT: Natürlich! Hier ist ein konkretes Beispiel für das erste Problem, das mit der Notation von 
linearen Gleichungssystemen zusammenhängt: 

Angenommen, wir haben ein einfaches lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen: 

Gleichung 1: 2x + 3y = 10 Gleichung 2: 4x - y = 5 

Ein Schüler oder eine Schülerin könnte Schwierigkeiten haben, diese Gleichungen richtig zu notieren 
und zu verstehen. Es können folgende Probleme auftreten: 

1. Verwirrung über die Bedeutung der Symbole: Der Schüler oder die Schülerin könnte 
Schwierigkeiten haben, die Symbole in den Gleichungen zu verstehen. Zum Beispiel könnte 
die Verwendung von "x" und "y" als Variablen unbekannt sein. Es ist wichtig, dass sie 
verstehen, dass "x" und "y" die Unbekannten darstellen, deren Werte gefunden werden 
sollen. 

2. Unsicherheit über Koeffizienten und Konstanten: Die Koeffizienten sind die Zahlen, die vor 
den Variablen stehen. In diesem Beispiel sind die Koeffizienten 2, 3, 4 und -1. Die 
Konstanten sind die Zahlen auf der rechten Seite der Gleichungen, in diesem Fall 10 und 5. 
Es könnte schwierig sein, die Koeffizienten und Konstanten korrekt zu identifizieren und zu 
verstehen, wie sie in den Gleichungen verwendet werden. 

3. Probleme mit dem Verständnis der Gleichungen: Die Schülerin oder der Schüler könnte 
Schwierigkeiten haben, die Gleichungen selbst zu verstehen. Sie könnten unsicher sein, wie 
die Symbole und Zahlen miteinander interagieren und wie sie interpretiert werden sollen. 



Zum Beispiel könnte die Bedeutung des Plus- oder Minuszeichens in den Gleichungen nicht 
klar sein. 

Diese Schwierigkeiten bei der Notation können zu Missverständnissen führen und den Lernprozess 
behindern. Es ist wichtig, den Schülern zu helfen, die Symbole, Koeffizienten, Konstanten und die 
allgemeine Struktur der linearen Gleichungssysteme zu verstehen, um eine solide Grundlage für das 
Lösen solcher Probleme zu schaffen. 

Die Antwort zeigt, dass ChatGPT sich jetzt hauptsächlich auf die Behandlung von LGS in der 
Schule bezieht. Das ist in Ordnung, aber spannender fände ich es später für Studis, d.h. mit Bezug 
auf Lineare Algebra im ersten Studienjahr.   
 
Rebecca: Schlage zwei unterschiedlich schwierige Übungsaufgaben für dieses Problem vor. 
ChatGPT: Natürlich! Hier sind zwei Übungsaufgaben unterschiedlicher Schwierigkeitsgrade, die sich 
auf das Problem der Notation von linearen Gleichungssystemen konzentrieren: 

Aufgabe 1 (Einfacher Schwierigkeitsgrad): Notiere die folgenden linearen Gleichungssysteme in 
symbolischer Form: 

a) "Die Summe von x und y ist 7." b) "Das Doppelte von x minus 3 ist gleich y." 

Aufgabe 2 (Höherer Schwierigkeitsgrad): Übersetze die folgenden Alltagsprobleme in lineare 
Gleichungssysteme: 

a) "Du kaufst 3 Äpfel und 2 Bananen für 5 Euro. Jeder Apfel kostet 1 Euro und jede Banane kostet 
0,5 Euro. Wie viel kostet ein Apfel und wie viel kostet eine Banane?" 

b) "Ein Rechteck hat einen Umfang von 24 cm. Die Länge ist um 4 cm größer als die Breite. 
Bestimme die Länge und die Breite des Rechtecks." 

Diese beiden Übungsaufgaben ermöglichen es den Schülerinnen und Schülern, ihr Verständnis der 
Notation von linearen Gleichungssystemen zu üben. Die erste Aufgabe ist relativ einfach und 
erfordert das Umwandeln von Alltagssätzen in symbolische Form. Die zweite Aufgabe ist etwas 
anspruchsvoller und erfordert das Erstellen von Gleichungen aus gegebenen Informationen. Durch 
das Lösen solcher Übungsaufgaben können die Schülerinnen und Schüler ihre Fähigkeiten im 
Umgang mit der Notation von linearen Gleichungssystemen verbessern. 

Hm, ok. Das finde ich jetzt sehr elementar, aber klar könnte man komplexe Übungsaufgaben basteln 
und so einsteigen. Und für Studis ist es auch nicht schlecht, noch mal zu üben, in welchen Kontexten 
LGS praktisch auftauchen – jenseits von Fragen wie z.B. linearer Unabhängigkeit. Schaffe ich mit der 
nächsten Frage den Sprung zur Uni-Mathematik? 
 
Rebecca: Erkläre typische Lösungsmethoden für lineare Gleichungssysteme in der Schule und an der 
Uni (Lineare Algebra).  
ChatGPT: In der Schule und an der Universität werden verschiedene Lösungsmethoden für lineare 
Gleichungssysteme gelehrt, die je nach Komplexität der Systeme und mathematischem Hintergrund 
unterschiedlich angewendet werden können. Hier sind einige typische Lösungsmethoden: 

1. Einsetzungsverfahren: Beim Einsetzungsverfahren wird eine der Gleichungen nach einer 
Variablen aufgelöst und der Ausdruck in die andere Gleichung eingesetzt. Dadurch entsteht 



eine Gleichung mit nur einer Unbekannten, die gelöst werden kann. Dieser Prozess wird 
wiederholt, bis alle Unbekannten gefunden sind. 

2. Gleichsetzungsverfahren: Beim Gleichsetzungsverfahren werden zwei der Gleichungen nach 
derselben Variablen aufgelöst und die beiden Ausdrücke gleichgesetzt. Dadurch entsteht eine 
Gleichung mit nur einer Unbekannten, die gelöst werden kann. Dieser Schritt wird für jede 
Kombination von zwei Gleichungen wiederholt, bis alle Unbekannten gefunden sind. 

3. Additionsmethode (auch Eliminationsverfahren genannt): Beim Additionsmethode werden 
die Gleichungen so manipuliert, dass die Koeffizienten einer bestimmten Variablen in den 
beiden Gleichungen entgegengesetzte Vorzeichen haben. Wenn die beiden Gleichungen 
addiert werden, wird diese Variable eliminiert und es entsteht eine Gleichung mit einer 
weniger Unbekannten. Dieser Prozess wird wiederholt, bis alle Unbekannten gefunden sind. 

4. Matrixmethode: In der linearen Algebra wird oft die Matrixmethode verwendet. Dabei 
werden die Koeffizienten der Variablen in den Gleichungen in einer Koeffizientenmatrix 
notiert. Diese Matrix wird dann mit Hilfe von Matrizenoperationen, wie der Gaußschen 
Elimination oder der Invertierung der Matrix, in eine reduzierte Zeilenstufenform gebracht. 
Aus dieser Form lassen sich die Lösungen des Gleichungssystems ablesen. 

5. Determinantenmethode: Eine weitere Methode, die in der linearen Algebra verwendet wird, 
ist die Determinantenmethode. Hierbei werden die Koeffizientenmatrix und die erweiterte 
Matrix des Gleichungssystems gebildet. Durch Berechnung der Determinante der 
Koeffizientenmatrix kann man feststellen, ob das Gleichungssystem eine eindeutige Lösung 
hat oder nicht. Falls die Determinante nicht null ist, kann man die Lösungen mit Hilfe der 
Cramer'schen Regel berechnen. 

Diese Lösungsmethoden sind grundlegende Werkzeuge für das Lösen von linearen 
Gleichungssystemen und werden in verschiedenen mathematischen Kursen wie Algebra, Analysis 
und Lineare Algebra gelehrt. Die Wahl der Methode hängt von der Art des Gleichungssystems, der 
Anzahl der Unbekannten und den spezifischen Anforderungen des Problems ab. 

Ah, ok, jetzt könnten wir über Matrizen, Determinanten etc. sprechen und das vielleicht mit Theorie 
aus der Linearen Algebra verknüpfen. Allerdings muss ich erst verstehen, wie genau ChatGPT die 
Methoden anwendet, z.B. die „Matrixmethode“, und ob da auch entlang der Theorie begründet wird, 
was wie funktioniert. 
 
Rebecca: Erstelle zwei Übungsaufgaben mit drei Gleichungen und drei Unbekannten mit 
unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad und Lösungsvorschlägen mit der Matrixmethode. 
ChatGPT: Selbstverständlich! Hier sind zwei Übungsaufgaben mit drei Gleichungen und drei 
Unbekannten, die unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad haben, sowie Lösungsvorschläge mit der 
Matrixmethode: 

Aufgabe 1 (Einfacher Schwierigkeitsgrad):  

Löse das folgende lineare Gleichungssystem mithilfe der Matrixmethode: 

Gleichung 1: 2x + y + 3z = 10 Gleichung 2: x - 3y + 2z = -4 Gleichung 3: 3x + 2y - z = 5 

Lösung: Die Koeffizientenmatrix A und die erweiterte Matrix [A|B] sehen wie folgt aus: 



A = [[2, 1, 3], [1, -3, 2], [3, 2, -1]] 

[A|B] = [[2, 1, 3, 10], [1, -3, 2, -4], [3, 2, -1, 5]] 

Durch die Anwendung der Gaußschen Elimination oder anderen geeigneten Methoden erhalten wir 
die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten Matrix: 

[A|B] = [[1, 0, 0, 1], [0, 1, 0, 2], [0, 0, 1, 3]] 

Daraus folgt, dass x = 1, y = 2 und z = 3 die Lösungen des Gleichungssystems sind. 

Aufgabe 2 (Höherer Schwierigkeitsgrad): Löse das folgende lineare Gleichungssystem mithilfe der 
Matrixmethode: 

Gleichung 1: 3x + 2y - z = 7 Gleichung 2: 2x + 4y + 3z = 12 Gleichung 3: 5x - y + 2z = 4 

Lösung: Die Koeffizientenmatrix A und die erweiterte Matrix [A|B] sehen wie folgt aus: 

A = [[3, 2, -1], [2, 4, 3], [5, -1, 2]] 

[A|B] = [[3, 2, -1, 7], [2, 4, 3, 12], [5, -1, 2, 4]] 

Durch geeignete Rechenoperationen erhalten wir die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten 
Matrix: 

[A|B] = [[1, 0, 0, 2], [0, 1, 0, 1], [0, 0, 1, -1]] 

Daraus folgt, dass x = 2, y = 1 und z = -1 die Lösungen des Gleichungssystems sind. 

Diese Übungsaufgaben mit unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad ermöglichen es den Schülerinnen 
und Schülern, ihre Fähigkeiten im Umgang mit der Matrixmethode zur Lösung von linearen 
Gleichungssystemen zu üben. Durch die Anwendung der Matrixmethode können sie die 
Koeffizientenmatrix und die erweiterte Matrix bilden, um dann die reduzierte Zeilenstufenform zu 
erhalten und die Lösungen des Gleichungssystems 

 

Ehrlich gesagt finde ich beide Aufgaben sehr leicht. Das ist natürlich für den Einstieg prima, man 
kann üben, erst mal die relevanten Matrizen zu bilden und umzuformen. Allerdings finde ich die 
zweite Aufgabe nicht schwieriger und frage mich daher, warum ChatGPT sie schwieriger findet bzw. 
was die Unterschiede beim Üben damit sind. Was habe ich übersehen?  

 
Rebecca: Inwiefern unterscheidet sich der Schwierigkeitsgrad? 
ChatGPT: Der Schwierigkeitsgrad der beiden Übungsaufgaben liegt in der Komplexität der 
Koeffizientenmatrix und der Anzahl der Rechenschritte, die zur Lösung erforderlich sind. Hier ist 
eine detailliertere Erklärung, wie sich der Schwierigkeitsgrad unterscheidet: 

Aufgabe 1 (Einfacher Schwierigkeitsgrad): In dieser Aufgabe sind die Koeffizienten der Gleichungen 
relativ klein und die Koeffizientenmatrix ist bereits in einer relativ einfachen Form. Die Schülerinnen 
und Schüler müssen die Gaußsche Elimination oder eine andere geeignete Methode anwenden, um 



die reduzierte Zeilenstufenform zu erhalten. Es sind nur wenige Schritte erforderlich, um die 
Lösungen des Gleichungssystems zu finden. Die Lösungen sind ganze Zahlen. 

Aufgabe 2 (Höherer Schwierigkeitsgrad): Im Gegensatz dazu sind die Koeffizienten der Gleichungen 
in dieser Aufgabe größer und die Koeffizientenmatrix ist komplexer. Die Schülerinnen und Schüler 
müssen möglicherweise mehrere Rechenschritte durchführen, um die reduzierte Zeilenstufenform zu 
erhalten. Es erfordert möglicherweise auch fortgeschrittenere Kenntnisse der Gaußschen 
Elimination, um das Gleichungssystem zu lösen. Die Lösungen können Ganzzahlen oder 
Bruchzahlen sein. 

Der Schwierigkeitsgrad steigt also mit der Komplexität der Koeffizientenmatrix und der Anzahl der 
Rechenschritte, die zur Lösung erforderlich sind. Aufgabe 2 erfordert in der Regel mehr 
mathematische Manipulationen und ein tieferes Verständnis der Matrixmethode im Vergleich zu 
Aufgabe 1. Daher wird sie als höherer Schwierigkeitsgrad angesehen. 

 
Naja, ok. Vielleicht sehen die Studis das wirklich so, und ich kann mit ChatGPT zusammen einfach 
mehr Aufgaben erstellen, mit feineren Unterscheidungen beim Schwierigkeitsgrad. Das ist auf jeden 
Fall sinnvoll, auch für die Vorbereitung auf Klausuren! Oft soll auch erklärt werden, mit welchen 
Resultaten aus der Vorlesung der eigene Lösungsweg zusammenpasst, oder man soll das System gar 
nicht zuende lösen, sondern nur Aussagen über die Lösungsmenge machen. Wie sieht das hier aus?  
 
 
Rebecca: Wie kann man mit Linearer Algebra begründen, dass die Lösungen der Gleichungssysteme 
bei beiden Aufgaben eindeutig sind? 
ChatGPT: Um die Eindeutigkeit der Lösungen der Gleichungssysteme in beiden Aufgaben mit Hilfe 
der Linearen Algebra zu begründen, können wir die Determinantenmethode verwenden. Die 
Determinantenmethode ermöglicht es uns festzustellen, ob die Koeffizientenmatrix des 
Gleichungssystems eine inverse Matrix hat. Wenn die inverse Matrix existiert, sind die Lösungen 
eindeutig. Hier ist die Begründung für beide Aufgaben: 

Aufgabe 1: Die Koeffizientenmatrix A der Gleichungen in Aufgabe 1 ist: 

A = [[2, 1, 3], [1, -3, 2], [3, 2, -1]] 

Wir berechnen die Determinante der Koeffizientenmatrix |A|. Falls |A| ungleich Null ist, hat die 
Koeffizientenmatrix eine inverse Matrix, und somit sind die Lösungen eindeutig. 

Berechnung der Determinante |A|: |A| = 2*(-3)(-1) + 123 + 312 - 32*(-1) - 112 - 213 = -6 + 6 + 
12 + 6 - 2 - 6 = 10 

Die Determinante |A| ist ungleich Null (|A| ≠ 0). Daher hat die Koeffizientenmatrix A eine 
inverse Matrix, und die Lösungen des Gleichungssystems sind eindeutig. 

Aufgabe 2: Die Koeffizientenmatrix A der Gleichungen in Aufgabe 2 ist: 

A = [[3, 2, -1], [2, 4, 3], [5, -1, 2]] 

Wir berechnen die Determinante der Koeffizientenmatrix |A|. Falls |A| ungleich Null ist, hat die 
Koeffizientenmatrix eine inverse Matrix, und somit sind die Lösungen eindeutig. 



Berechnung der Determinante |A|: |A| = 342 + 23(-1) + 5*(-1)(-1) - 54*(-1) - 232 - 352 = 24 - 6 + 
5 + 20 - 12 - 30 = 1 

Die Determinante |A| ist ungleich Null (|A| ≠ 0). Daher hat die Koeffizientenmatrix A eine 
inverse Matrix, und die Lösungen des Gleichungssystems sind eindeutig. 

Mit Hilfe der Determinantenmethode können wir in beiden Aufgaben begründen, dass die Lösungen 
der Gleichungssysteme eindeutig sind, da die Determinanten der Koeffizientenmatrizen ungleich 
Null sind. Dies zeigt, dass die Koeffizientenmatrizen invertierbar sind und somit eine eindeutige 
Lösung existiert. 

 
Ich muss mich an den Output noch gewöhnen, die Notation, und daran, dass ChatGPT die 
Koeffizientenmatrix anders bildet als ich. Aber der Vorschlag, das mit der Determinante zu machen, 
ist gut, und so könnte man entlang meiner Vorlesung auf jeden Fall argumentieren. 
 
 
Rebecca: Mit welcher Methode hast Du die Determinanten ausgerechnet? 
ChatGPT: Entschuldigung für die vorherige Verwirrung. Als KI-Modell habe ich keinen spezifischen 
Rechenalgorithmus oder eine bestimmte Methode zur Berechnung von Determinanten 
implementiert. Meine Antworten basieren auf dem allgemeinen mathematischen Verständnis der 
Determinantenberechnung. 

Die Berechnung der Determinanten kann auf verschiedene Weisen erfolgen, je nach Größe der 
Matrix. Für kleinere Matrizen, wie in den gegebenen Aufgaben, kann man beispielsweise den 
Laplace'schen Entwicklungssatz, die Sarrus-Regel oder das Dreiecksverfahren verwenden. Diese 
Methoden ermöglichen die Berechnung der Determinante durch Kombination von Multiplikationen 
und Additionen der Matrixelemente. 

Es ist wichtig anzumerken, dass bei größeren Matrizen eine effizientere Methode wie die Gaußsche 
Elimination, LU-Zerlegung oder die Verwendung von Determinantenformeln für spezielle 
Matrizentypen (z.B. Diagonalmatrizen) bevorzugt wird. 

Um die Determinanten in den gegebenen Beispielen exakt zu berechnen, können spezifische 
Berechnungsmethoden angewendet werden, wie zum Beispiel der Laplace'sche Entwicklungssatz 
oder die Sarrus-Regel für 3x3-Matrizen. Diese Methoden erfordern jedoch manuelle Rechenschritte 
und sind in der Regel für kleine Matrizen geeignet. 

Es tut mir leid, wenn meine vorherige Antwort zu implizieren schien, dass ich die Determinanten auf 
eine bestimmte Weise berechnet hätte. Als KI-Modell gebe ich lediglich Hinweise auf allgemeine 
mathematische Prinzipien und Methoden. Die konkrete Berechnung von Determinanten erfordert 
jedoch manuelle oder algorithmische Schritte, die nicht in meinem Funktionsumfang liegen. 

 

Warum entschuldigt sich das Programm? Ich hab gar nix kritisiert, wollte nur nachfragen. Die 
Antwort ist ganz schön ausschweifend.  

Nach meiner Erfahrung kommen Studis gut klar, wenn es genau eine Lösung gibt, und meistens 
auch noch, wenn es keine Lösungen gibt. Aber gerade bei mehreren Lösungen gibt es oft Probleme. 
Daher frage ich da auch noch mal nach Aufgaben. 



Rebecca: Erstelle Übungsaufgaben mit linearen Gleichungssystemen, die unlösbar sind oder mehrere 
Lösungen haben.  

ChatGPT: Selbstverständlich! Hier sind zwei Übungsaufgaben mit linearen Gleichungssystemen, bei 
denen entweder keine Lösung existiert (unlösbar) oder mehrere Lösungen existieren: 

Aufgabe 1 (Unlösbar): Löse das folgende lineare Gleichungssystem: 

Gleichung 1: 2x + 3y = 5 Gleichung 2: 4x + 6y = 9 Gleichung 3: 8x + 12y = 15 

Lösung: Um zu überprüfen, ob das Gleichungssystem lösbar ist, können wir die Koeffizientenmatrix 
A betrachten und ihre Determinante berechnen. Wenn die Determinante null ist, hat das 
Gleichungssystem keine eindeutige Lösung. 

Die Koeffizientenmatrix A für das gegebene Gleichungssystem ist: 

A = [[2, 3], [4, 6], [8, 12]] 

Berechnung der Determinante |A|: |A| = 26 - 43 = 12 - 12 = 0 

Da die Determinante |A| null ist (|A| = 0), hat das Gleichungssystem keine eindeutige Lösung. Es 
ist unlösbar. 

Aufgabe 2 (Mehrere Lösungen): Löse das folgende lineare Gleichungssystem: 

Gleichung 1: 3x + 2y = 4 Gleichung 2: 6x + 4y = 8 Gleichung 3: 9x + 6y = 12 

Lösung: Um zu überprüfen, ob das Gleichungssystem mehrere Lösungen hat, können wir die 
Koeffizientenmatrix A betrachten und ihre Determinante berechnen. Wenn die Determinante null ist 
und die erweiterte Matrix des Gleichungssystems eine nicht-triviale Lösung besitzt, hat das 
Gleichungssystem unendlich viele Lösungen. 

Die Koeffizientenmatrix A für das gegebene Gleichungssystem ist: 

A = [[3, 2], [6, 4], [9, 6]] 

Berechnung der Determinante |A|: |A| = 34 - 62 = 12 - 12 = 0 

Da die Determinante |A| null ist (|A| = 0), könnte das Gleichungssystem mehrere Lösungen 
haben. Um dies zu überprüfen, müssen wir die erweiterte Matrix des Gleichungssystems betrachten: 

[A|B] = [[3, 2, 4], [6, 4, 8], [9, 6, 12]] 

Durch geeignete Rechenoperationen können wir die erweiterte Matrix in eine reduzierte 
Zeilenstufenform bringen. Wenn dabei eine nicht-triviale Lösung entsteht (z.B. eine Variable kann 
beliebige Werte annehmen), hat das Gleichungssystem unendlich viele Lösungen. 

Nach der Durchführung der Rechenoperationen erhalten wir die reduzierte Zeilenstufenform: 

[A|B] = [[1, 2/3, 4/3], [0, 0, 0], [0, 0, 0]] 

Da die zweite … 

 



Da brach die Antwort ab, aber ich hatte ganz zu Beginn schon gesehen, dass mir die Aufgaben zu 
einfach sind. Gleichzeitig ist es eine gute Erinnerung daran, dass ich immer wieder auch sehr 
einfache Beispiel besprechen bzw. als Aufgabe stellen sollte, denn die Lernkurve ist bei den Studis 
unterschiedlich und es ist immer gut, alles einmal an einem ganz einfachen Beispiel zu sehen. 
Außerdem kann man dann einmal überprüfen, ob man wirklich alle Begriffe und Argumente gut 
verstanden hat, bevor man zu schwierigeren Beispielen und Anwendungen kommt. 

 

Rebecca: Die Aufgaben sind zu einfach, erstelle schwierigere. 

ChatGPT: Entschuldigung für die vorherigen Aufgaben. Hier sind zwei schwierigere 
Übungsaufgaben mit linearen Gleichungssystemen, bei denen entweder keine Lösung existiert 
(unlösbar) oder mehrere Lösungen existieren: 

Aufgabe 1 (Unlösbar): Löse das folgende lineare Gleichungssystem: 

Gleichung 1: 2x + 3y + z = 7 Gleichung 2: 4x + 6y + 2z = 12 Gleichung 3: 6x + 9y + 3z = 20 

Lösung: Um zu überprüfen, ob das Gleichungssystem lösbar ist, können wir die Koeffizientenmatrix 
A betrachten und ihre Determinante berechnen. Wenn die Determinante null ist, hat das 
Gleichungssystem keine eindeutige Lösung. 

Die Koeffizientenmatrix A für das gegebene Gleichungssystem ist: 

A = [[2, 3, 1], [4, 6, 2], [6, 9, 3]] 

Berechnung der Determinante |A|: |A| = 2*(63 - 92) - 3*(43 - 62) + 1*(49 - 66) = 2*(18 - 18) - 
3*(12 - 12) + 1*(36 - 36) = 0 

Da die Determinante |A| null ist (|A| = 0), hat das Gleichungssystem keine eindeutige Lösung. Es 
ist unlösbar. 

Aufgabe 2 (Mehrere Lösungen): Löse das folgende lineare Gleichungssystem: 

Gleichung 1: x + 2y - z = 3 Gleichung 2: 2x + 4y - 2z = 6 Gleichung 3: 3x + 6y - 3z = 9 

Lösung: Um zu überprüfen, ob das Gleichungssystem mehrere Lösungen hat, können wir die 
Koeffizientenmatrix A betrachten und ihre Determinante berechnen. Wenn die Determinante null ist 
und die erweiterte Matrix des Gleichungssystems eine nicht-triviale Lösung besitzt, hat das 
Gleichungssystem unendlich viele Lösungen. 

Die Koeffizientenmatrix A für das gegebene Gleichungssystem ist: 

A = [[1, 2, -1], [2, 4, -2], [3, 6, -3]] 

Berechnung der Determinante |A|: |A| = 1*(4*(-3) - 6*(-2)) - 2*(2*(-3) - 6*(-1)) + (-1)(26 - 43) = 
1(-12 + 12) - 2*(-6 + 6) + (-1)*(12 - 12) = 0 

Da die Determinante |A| null ist (|A| = 0), könnte das Gleichungssystem mehrere Lösungen 
haben. Um dies zu überprüfen, müssen wir die erweiterte Matrix des Gleichungssystems betrachten: 

[A|B] = [[1, 2, -1, 3], [2, 4 



 

Wieder bricht die Antwort ab. Ehrlich gesagt finde ich das immer noch zu einfach! Warum sind die 
LGS so klein, warum sind das reine Rechenbeispiele ohne Kontext? Da hätte ich vielleicht anders 
fragen müssen. Geht es zumindest noch schwieriger? 

 
Rebecca: Mach die Aufgaben noch schwieriger und die Erklärungen kürzer. 
ChatGPT: Aufgabe 1 (Unlösbar): Löse das folgende lineare Gleichungssystem: 

Gleichung 1: 2x + 3y + z = 7 Gleichung 2: 4x + 6y + 2z = 12 Gleichung 3: 6x + 9y + 3z = 20 

Lösung: Die Koeffizientenmatrix A hat die Determinante 0. Daher ist das Gleichungssystem 
unlösbar. 

Aufgabe 2 (Mehrere Lösungen): Löse das folgende lineare Gleichungssystem: 

Gleichung 1: x + 2y - z = 3 Gleichung 2: 2x + 4y - 2z = 6 Gleichung 3: 3x + 6y - 3z = 9 

Lösung: Die Koeffizientenmatrix A hat die Determinante 0. Das Gleichungssystem hat unendlich 
viele Lösungen. 

In beiden Fällen können wir die Determinante der Koeffizientenmatrix berechnen, um die 
Lösbarkeit des Gleichungssystems zu bestimmen. Wenn die Determinante 0 ist, hat das 
Gleichungssystem entweder keine Lösung (unlösbar) oder unendlich viele Lösungen. 

Ok, so kompakt gefällt mir das viel besser. Und wenn ich mir viele solche Aufgaben vorschlagen 
lasse, dann kann ich die besten aussuchen und selbst etwas Kontext und Variation 
drumherumbasteln. Es bleibt die Frage, wie es mit der Einbettung in die Theorie aussieht. 
 

Rebecca: Welche Konzepte aus der linearen Algebra braucht man, um die Matrixmethode 
theoretisch zu verstehen? 
 
ChatGPT: Um die Matrixmethode zur Lösung von linearen Gleichungssystemen theoretisch zu 
verstehen, sind einige grundlegende Konzepte der linearen Algebra erforderlich. Hier sind einige 
wichtige Konzepte: 

1. Matrizen und Vektoren: Man sollte mit der Definition und Eigenschaften von Matrizen und 
Vektoren vertraut sein. Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Zahlen, während ein 
Vektor eine spezielle Art von Matrix ist, die nur eine Spalte oder eine Zeile hat. 

2. Lineare Gleichungssysteme: Man sollte verstehen, was ein lineares Gleichungssystem ist und 
wie es in Matrixform dargestellt werden kann. Ein lineares Gleichungssystem besteht aus 
einer Sammlung linearer Gleichungen mit den Unbekannten, die in Vektoren und Matrizen 
dargestellt werden können. 

3. Matrixoperationen: Man sollte die grundlegenden Operationen mit Matrizen beherrschen, 
wie Addition, Subtraktion, Skalarmultiplikation und Matrizenmultiplikation. Insbesondere ist 
die Multiplikation von Matrizen wichtig, um die erweiterte Matrix eines Gleichungssystems 
zu konstruieren. 



4. Inverse Matrizen: Das Konzept der inversen Matrizen ist wichtig, um das Gleichungssystem 
durch Multiplikation mit der inversen Koeffizientenmatrix zu lösen. Man sollte wissen, wie 
man die Inverse einer Matrix berechnet und welche Bedingungen erfüllt sein müssen, damit 
eine Matrix eine Inverse hat. 

5. Determinanten: Die Determinante einer Matrix wird benötigt, um zu bestimmen, ob ein 
Gleichungssystem eine eindeutige Lösung hat oder nicht. Man sollte wissen, wie man die 
Determinante einer Matrix berechnet und welche Eigenschaften sie besitzt. 

6. Rang einer Matrix: Der Begriff des Rangs einer Matrix ist wichtig, um zu bestimmen, ob ein 
Gleichungssystem eine eindeutige Lösung hat oder nicht. Der Rang einer Matrix gibt an, wie 
viele linear unabhängige Zeilen oder Spalten sie hat. 

Mit diesen grundlegenden Konzepten der linearen Algebra kann man die Matrixmethode zur Lösung 
von linearen Gleichungssystemen theoretisch verstehen und anwenden. Es ist ratsam, ein fundiertes 
Verständnis dieser Konzepte zu entwickeln, um die Anwendung der Matrixmethode zu beherrschen 
und ihre Einschränkungen zu verstehen. 
 

Die Erklärung zu Vektoren unter 1. irritiert mich. Klar kann man das so einführen, aber warum hat 
man dann einen extra Namen für diese Matrizen mit nur einer Zeile bzw. Spalte? Beim Rang einer 
Matrix sehe ich auch die Gefahr von Missverständnissen. Aber dazu habe ich auch gleich ein paar 
Ideen im Kopf (vielleicht für den nächsten Text): ChatGPT nach verschiedenen Varianten einer 
Definition fragen und mi den Studis diskutieren, ob die wirklich gleichwertig sind.  

So, aber jetzt fragen wir mal bei einem der benötigten Konzepte weiter nach.  

 

Rebecca: Erkläre ein Beispiel, in dem ein Gleichungssystem durch Multiplikation mit der inversen 
Koeffizientenmatrix gelöst wird. 
 
ChatGPT: Natürlich! Hier ist ein Beispiel, bei dem ein Gleichungssystem mithilfe der Multiplikation 
mit der inversen Koeffizientenmatrix gelöst wird: 

Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem: 

Gleichung 1: 3x + 2y = 7 Gleichung 2: 2x - y = 1 

Um das Gleichungssystem mit der Matrixmethode zu lösen, können wir die Koeffizientenmatrix A 
und den Vektor der rechten Seite b erstellen: 

A = [[3, 2], [2, -1]] 

b = [[7], [1]] 

Um das Gleichungssystem zu lösen, müssen wir die inverse Koeffizientenmatrix A^(-1) berechnen. 
In diesem Fall ist die inverse Koeffizientenmatrix gegeben durch: 

 

 



A^(-1) = [[1, 2], [2, -3]] 

Jetzt können wir die Lösung x berechnen, indem wir die inverse Koeffizientenmatrix A^(-1) mit dem 
Vektor b multiplizieren: 

x = A^(-1) * b 

x = [[1, 2], [2, -3]] * [[7], [1]] 

Durch die Matrixmultiplikation erhalten wir: 

x = [[17 + 21], [27 - 31]] 

x = [[9], [11]] 

Die Lösung des Gleichungssystems ist x = 9 und y = 11. 

Durch die Multiplikation des Gleichungssystems mit der inversen Koeffizientenmatrix A^(-1) 
können wir also die Werte der Unbekannten x und y bestimmen und das Gleichungssystem lösen. 
Dies ist eine effiziente Methode, um lineare Gleichungssysteme zu lösen, wenn die inverse 
Koeffizientenmatrix existiert. 
 

Ich fühle mich durch den letzten Satz getriggert, zur Existenz von inversen Matrizen nachzufragen. 
Aber gleichzeitig möchte ich auch bei den Vektoren aus der Antwort davor noch einmal nachfragen.   

Rebecca: Warum brauchen wir Vektoren für das Lösen linearer Gleichungssysteme? 
ChatGPT: Vektoren sind für das Lösen linearer Gleichungssysteme von zentraler Bedeutung, da sie 
die Unbekannten und die Koeffizienten der Gleichungen repräsentieren. Hier sind einige Gründe, 
warum wir Vektoren für das Lösen linearer Gleichungssysteme benötigen: 

1. Kompakte Darstellung: Vektoren ermöglichen eine kompakte Darstellung der Unbekannten 
und Koeffizienten des Gleichungssystems. Anstatt jede Unbekannte einzeln aufzuführen, 
können wir sie in einer Vektorform zusammenfassen. Dies erleichtert die Handhabung und 
Berechnung des Gleichungssystems. 

2. Linearkombinationen: Vektoren ermöglichen es uns, lineare Kombinationen von 
Unbekannten darzustellen. Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung, bei der die 
Unbekannten mit konstanten Koeffizienten multipliziert und summiert werden. Diese 
linearen Kombinationen können mit Vektoren und Matrizen elegant dargestellt werden. 

3. Matrizenmultiplikation: Die Multiplikation von Matrizen und Vektoren ist eine zentrale 
Operation bei der Lösung linearer Gleichungssysteme. Durch die Verwendung von Vektoren 
können wir die Koeffizientenmatrix und den Vektor der rechten Seite des Gleichungssystems 
erstellen und diese miteinander multiplizieren, um die Lösungen zu berechnen. 

4. Vektorräume: Lineare Gleichungssysteme sind eng mit dem Konzept des Vektorraums 
verbunden. Ein Vektorraum ist ein mathematischer Raum, der bestimmte algebraische 
Eigenschaften erfüllt. Die Lösungen eines linearen Gleichungssystems bilden einen 
Vektorraum. Durch die Verwendung von Vektoren können wir die Struktur des 
Vektorraums analysieren und Eigenschaften wie Linearität, Linearkombinationen und lineare 
Unabhängigkeit nutzen, um das Gleichungssystem zu lösen. 



Zusammenfassend lassen sich Vektoren als kompakte Darstellung von Unbekannten und 
Koeffizienten verwenden, um lineare Gleichungssysteme zu formulieren und zu lösen. Sie 
ermöglichen eine effiziente Manipulation, Berechnung und Analyse von linearen 
Gleichungssystemen und helfen uns, ihre Lösungen zu bestimmen. 

 
Moment mal. Dass die Lösungsmenge eines LGS einen Vektorraum bildet, stimmt doch allgemein 
gar nicht! 
 
Rebecca: Welchen Vektorraum bilden die Lösungen des Gleichungssystems aus Deinem letzten 
Beispiel? 
ChatGPT: Das Gleichungssystem aus dem vorherigen Beispiel lautete: 

Gleichung 1: 3x + 2y = 7 Gleichung 2: 2x - y = 1 

Die Lösungen dieses Gleichungssystems bilden einen Vektorraum in zweidimensionalem Raum, da 
das Gleichungssystem zwei Unbekannte (x und y) hat. Der Vektorraum wird durch die Menge aller 
Vektoren repräsentiert, die die Gleichungen erfüllen. 

Die Gleichungen des Gleichungssystems stellen Restriktionen dar, die die Lösungen erfüllen müssen. 
In diesem Fall sind es zwei Gleichungen, die lineare Bedingungen darstellen. Der Vektorraum der 
Lösungen besteht aus allen Vektoren (x, y), die beide Gleichungen erfüllen. 

Die Lösungen des Gleichungssystems sind: 

Lösung: x = 9, y = 11 

Dieser Vektor (9, 11) ist Teil des Vektorraums der Lösungen des Gleichungssystems. Der 
Vektorraum enthält alle Vektoren, die durch die Kombination von Skalarmultiplikationen und 
Additionen der Lösungsvektoren erhalten werden können. 

In diesem Fall bildet der Vektorraum der Lösungen des Gleichungssystems eine Gerade im 
zweidimensionalen Raum. Jeder Punkt auf dieser Geraden stellt eine mögliche Lösung dar. 

Das stimmt doch auch nicht! Kann ich durch gezieltes Nachfragen mehr herausfinden? Hätten 
meine Studis, wenn sie jetzt (hoffentlich) stutzig würden, eine Chance, den Fehler zu sehen? 

 
Rebecca: Wie kann eine eindeutig bestimmte Lösung eine Gerade sein? 
ChatGPT: Es tut mir leid für das Missverständnis. Du hast recht, eine eindeutig bestimmte Lösung 
kann keine Gerade sein. Ich habe einen Fehler in meiner vorherigen Antwort gemacht. 

Das Gleichungssystem aus dem vorherigen Beispiel: 

Gleichung 1: 3x + 2y = 7 Gleichung 2: 2x - y = 1 

hat tatsächlich eine eindeutig bestimmte Lösung, die nicht eine Gerade, sondern ein Punkt im 
zweidimensionalen Raum ist. Ich entschuldige mich für die Verwirrung. 

Die Lösung des Gleichungssystems lautet: 



x = 9, y = 11 

Dieses Paar von Werten (9, 11) stellt den einzigen Punkt dar, der beide Gleichungen gleichzeitig 
erfüllt. Es gibt keine anderen Werte für x und y, die die beiden Gleichungen erfüllen. 

Die Lösung des Gleichungssystems bildet somit einen Vektorraum mit nur einem Element, also 
einem Punkt. Es gibt keine weiteren Lösungen oder Freiheitsgrade in diesem Fall. Der Vektorraum 
der Lösungen besteht nur aus diesem einzelnen Punkt (9, 11). 

 
Rebecca: Wie kann ein einzelner Punkt ein Vektorraum sein? 
ChatGPT: Du hast völlig recht, ein einzelner Punkt kann per Definition nicht als Vektorraum 
betrachtet werden. Ein Vektorraum muss bestimmte Eigenschaften erfüllen, wie zum Beispiel das 
Vorhandensein eines Nullvektors und die Abgeschlossenheit unter Vektoraddition und 
Skalarmultiplikation. 

In meinem vorherigen Beitrag habe ich einen Fehler gemacht und es tut mir leid für die Verwirrung. 
Ich habe den Begriff "Vektorraum" fälschlicherweise verwendet. 

Die Lösung eines linearen Gleichungssystems bildet keinen Vektorraum, wenn es sich um eine 
eindeutig bestimmte Lösung handelt. In dem gegebenen Beispiel gibt es nur einen einzigen Punkt (9, 
11), der die Gleichungen erfüllt. Dieser Punkt ist die eindeutig bestimmte Lösung des 
Gleichungssystems. 

Ich entschuldige mich für den Fehler in meiner vorherigen Antwort und danke dir für den Hinweis. 

 
Rebecca: In welchem Spezialfall bildet eine eindeutig bestimmte Lösung einen Vektorraum? 
ChatGPT: Es tut mir nochmals leid für die Verwirrung. Tatsächlich bildet eine eindeutig bestimmte 
Lösung niemals einen Vektorraum. Eine eindeutig bestimmte Lösung ist per Definition ein einzelner 
Punkt im Koordinatenraum und erfüllt nicht die grundlegenden Eigenschaften eines Vektorraums. 

Ein Vektorraum muss die folgenden Eigenschaften erfüllen: 

1. Er muss einen Nullvektor enthalten. 

2. Er muss abgeschlossen sein unter Vektoraddition. 

3. Er muss abgeschlossen sein unter Skalarmultiplikation. 

Eine eindeutig bestimmte Lösung erfüllt diese Eigenschaften nicht, da sie kein Nullvektor ist und 
keine Vektoraddition oder Skalarmultiplikation erlaubt. 

Ein Vektorraum kann jedoch entstehen, wenn ein lineares Gleichungssystem unendlich viele 
Lösungen hat oder keine Lösung hat. In diesen Fällen bilden die Lösungen eine Struktur, die die 
Eigenschaften eines Vektorraums erfüllen kann. Zum Beispiel bilden die Lösungen eines homogenen 
Gleichungssystems (ein System mit nur Nullen auf der rechten Seite) einen Vektorraum, der den 
Nullvektor enthält und abgeschlossen ist unter Vektoraddition und Skalarmultiplikation. 
 



Ok – so etwas war zu erwarten. ChatGPT soll keine mathematischen Probleme lösen oder erklären, 
sondern soll Text erzeugen, der plausibel klingt und grammatisch korrekt ist. Bestimmt wird es mit 
der Weiterentwicklung der Software einfacher, auch zu fortgeschrittenen mathematischen Fragen 
gute Antworten zu bekommen und weniger Fehler, aber momentan klappt das noch nicht so gut. 
Faszinierend daran ist, dass die Fehler häufig nicht bei den Antworten auf meine Fragen entstanden 
sind, sondern bei den Erklärungen und Anmerkungen drumherum. Wenn das Programm sich 
einfach kurz fassen würde, kämen viele Fehler gar nicht zustande. Die entstehen beim Versuch, noch 
schönen Text drumherum zu erzeugen. Es ist eine wirksame Erinnerung daran, dass das Programm 
weder auf Mathematik spezialisiert ist noch diese versteht, sondern dass es Text erzeugt. 

  


