Noch mehr Mathe-Gesprich mit ChatGPT

Diesmal halte ich es einfach, es geht nur um ganze Zahlen. In der Algebra-Vorlesung, wenn wir uns
mit einigen bekannten Zahlbereichen befassen und deren Eigenschaften abstrakt betrachten, spielt
der Ring der ganzen Zahlen eine wichtige Rolle als Beispiel, Motivation und immer wieder auch als
Inspiration fir Begriffe.

In meiner folgenden Unterhaltung mit ChatGPT, die ohne Unterbrechung in einer einzigen Sitzung
passierte, habe ich mich nur mit den ganzen Zahlen beschiftigt und dazu viele Fragen gestellt. Ganz
am Ende wollte ich noch Vorschlige fiir kleine Ubungsaufgaben haben, aber da brach die Sitzung
leider ab.

Nachstes Mal!

Rebecca: Ich mochte mit Dir uber Mathematik reden.

ChatGPT: Natitlich, ich stehe dir gerne zur Verfiigung, um tiber Mathematik zu sprechen. Was
mochtest du gerne besprechen oder hast du eine bestimmte Frage?

Rebecca: Welche Eigenschaften hat der Ring der ganzen Zahlen?

ChatGPT: Der Ring der ganzen Zahlen ist ein wichtiger algebraischer Struktur in der Mathematik.
Hier sind einige seiner wichtigsten Eigenschaften:

1. Additive Gruppe: Die ganzen Zahlen bilden eine abelsche Gruppe unter der Addition. Das
bedeutet, dass die Addition von ganzen Zahlen assoziativ, kommutativ und distributiv ist,
und dass es ein neutrales Element 0 gibt, und jedes Element hat ein additiv inverses Element.

2. Multiplikative Gruppe: Die ganzen Zahlen ohne Null bilden eine kommutative Gruppe unter
der Multiplikation. Das bedeutet, dass die Multiplikation von ganzen Zahlen assoziativ,
kommutativ und distributiv ist, und dass es ein neutrales Element 1 gibt, und jedes Element
hat ein multiplikativ inverses Element.

3. Distributivgesetz: Die Multiplikation ist distributiv tber die Addition. Das bedeutet, dass a X
b+c=@xb)+ @xcund (b +c)xXa=(bXa)+ (cXa) fir alle ganzen Zahlen a, b
und c gilt.

4. Eindeutige Primfaktorzerlegung: Jede natiirliche Zahl n > 1 hat eine eindeutige
Primfaktorzerlegung, d.h. es gibt eine eindeutige Darstellung von n als Produkt von
Primzahlen (bis auf die Reihenfolge der Faktoren).

5. Ordinalstruktur: Die ganzen Zahlen sind geordnet, d.h. fir jedes Paar von ganzen Zahlen a
und b gilt entweder a <b,a =b odera > b.

6. Integrititsbedingung: Der Ring der ganzen Zahlen ist ein Integrititsring, d.h. es gibt keine
Nullteiler, d.h. wenn a X b = 0, dann ist entweder a = 0 oder b = 0.

Diese Eigenschaften machen den Ring der ganzen Zahlen zu einem wichtigen Werkzeug in der
Mathematik und bilden die Grundlage fir viele weitere Konzepte in Algebra und Zahlentheorie.



Ich versetze mich jetzt mal in eine Studentin, die bei mir die Algebra-Vorlesung hért oder gehort hat,
vielleicht noch mal iibt fir eine Priifung und sich mit Beispielen beschiftigt. SchlieBlich ist es in
meinen Prifungen wichtig, viele gute Beispiele parat zu haben und dazu alles genau erkliren zu
konnen. Insofern lese ich die Antworten von ChatGPT mit der Haltung: Wire das eine gute Antwort
in einer Priifung? Was fir Rickfragen wiirden da wahrscheinlich kommen? Welche Begriffe musste
ich erkliren? Ich frage auch nach, wenn ich etwas nicht verstehe oder glaube, dass es falsch ist —
schlieBlich wiirde ich als Studentin in der Prifung ja auch solche Hinweise bzw. Ruckfragen
bekommen.

Rebecca: Was bedeutet "distributiv" bei der additiven Gruppe in 1?

ChatGPT: Es tut mir leid, in meiner vorherigen Antwort habe ich mich missverstindlich
ausgedriickt. Die Distributivitit bezieht sich auf die Multiplikation, nicht auf die Addition, wie ich es
in 1. erwihnt habe. Die richtige Aussage ist: Die Multiplikation ist distributiv iiber die Addition. Das
bedeutet, dass fur alle ganzen Zahlen a,bund cgiltta X (b+c)=(@xXb)+ (aXcjund (b +¢) Xa
= (b X a) + (c X a).

Die Distributivitit ist eine wichtige Eigenschaft, die sicherstellt, dass die Multiplikation und Addition
in den ganzen Zahlen gut verhalten und miteinander verkniipft sind. Es ist eine grundlegende
Eigenschaft, die in vielen Bereichen der Mathematik nttzlich ist.

Da wiirde es in der Prifung auf jeden Fall Kritik geben. Das Distributivgesetz bezieht sich ganz klar
auf zwei Verkntpfungen, es hat bei der Beschreibung einer Gruppe, mit nur einer Verkntipfung, gar
nichts zu suchen. Auflerdem kime noch die Rickfrage, warum ich zwei Distributivgesetze angebe,
wenn der Ring doch kommutativ ist (bezogen auf die Multiplikation), so dass ein Distributivgesetz
reicht. Es soll hier weiter um die ganzen Zahlen gehen, aber ich mache mir ein Lesezeichen, dass ich
mal eine ChatGPT-Unterhaltung zu Ringen fithren méchte, die nicht kommutativ sind. Allerdings
gibt es ein grofleres Problem: Die Aussage in 2. ist falsch. Ich hoffe mal, dass meinen Studis das
auffallen wiirde oder dass sie da zumindest nachfragen wiirden!

Rebecca: Bitte begriinde die Aussage in 2.
ChatGPT: In 2. habe ich erwihnt, dass die ganzen Zahlen ohne Null eine kommutative Gruppe
unter der Multiplikation bilden. Hier ist die Begrindung:

e Assoziativitit: Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. fiir alle ganzen Zahlen a, b und c gilt: (a
Xb)XcIaX(bXC).

e Kommutativitit: Die Multiplikation ist kommutativ, d.h. fir alle ganzen Zahlen a und b gilt: a
Xb=b Xa.

e Distributivitit: Die Multiplikation ist distributiv Giber die Addition, d.h. fir alle ganzen
Zahlena,bundcgilttaX (b+c)=(axXb)+ (@Xcjund (b+c)Xa=(bXa)+ (cXa).

e Neutrales Element: Die Zahl 1 ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle
ganzen Zahlenagit:a X1 =1 Xa=a.

e Inverses Element: Jede ganze Zahl a, die ungleich Null ist, hat ein multiplikativ inverses
Element. Das bedeutet, dass es eine ganze Zahl b gibt, so dassa X b =b X a = 1.



Daher erfillen die ganzen Zahlen ohne Null alle Gruppenaxiome, d.h. sie sind eine kommutative
Gruppe unter der Multiplikation. Beachten Sie, dass die Null keine multiplikative Inverse hat und
daher nicht Teil dieser Gruppe ist.

Hm. Wenn ich mir jetzt vorstelle, dass ich eine Studentin bin, und dass ich mir bei meinem Wissen
nicht immer sicher bin, dann empfinde ich diese Erlduterung vielleicht als Gberzeugend. Das wire fur
die Vorbereitung auf eine Prifung ziemlich kontraproduktiv. Ein Beweis ist es nicht, kann es auch
nicht sein, weil die Aussage gar nicht stimmt. Mich irritiert, dass ChatGPT in so selbstbewusstem
Ton eine eklatant falsche Aussage erlautert und dass dabei auch wieder Aussagen kommen, die
irrelevant sind. Das Distributivgesetz hat hier gar nichts zu suchen. Na gut. Gucken wir mal, was
passiert, wenn ich explizit nach einem Beweis frage. Bemerkt das Programm seinen Fehler?

Rebecca: Das ist eine Erliuterung, kein Beweis. Bitte beweise!

ChatGPT: Sie haben recht, ich hitte in meiner vorherigen Antwort ausfithrlicher sein sollen. Hier ist
ein Beweis dafiir, dass die ganzen Zahlen ohne Null eine kommutative Gruppe unter der
Multiplikation bilden:

1. Assoziativitit: Fir alle ganzen Zahlen a, b und c gilt: (a X b) X ¢ =a X (b X ¢)

Dies folgt aus der Assoziativitit der Multiplikation in den rationalen Zahlen, die ein Kérper
sind und daher auch fiir den Ring der ganzen Zahlen gilt.

2. Kommutativitit: Fir alle ganzen Zahlenaund b giltt a X b =b X a

Dies folgt aus der Kommutativitit der Multiplikation in den rationalen Zahlen, die ein
Korper sind und daher auch fir den Ring der ganzen Zahlen gilt.

3. Distributivitat: Fur alle ganzen Zahlen a, bund c gilt: a X (b + ¢) = (a X b) + (a X ¢)
Beweis: Wir betrachten das linke Gleichheitszeichen: a X (b +¢c)=aXb+aXc

Dies folgt aus der Distributivitit der Multiplikation Gber die Addition in den rationalen
Zahlen, die ein Korper sind und daher auch fir den Ring der ganzen Zahlen gilt. Wir
betrachten das rechte Gleichheitszeichen: (a X b) + (a X ¢) =a X (b + ¢)

Dies folgt aus der Umkehrung der vorherigen Schritte und der Kommutativitit der Addition
in den rationalen Zahlen, die ein Kérper sind und daher auch fir den Ring der ganzen
Zahlen gilt. Daher gilt die Distributivitat.

4. Neutrales Element: Die Zahl 1 ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fir alle
ganzen ZahlenagiltaX1=1Xa=a

Dies folgt aus der Definition des neutralen Elements in der Multiplikation.

5. Inverses Element: Jede ganze Zahl a, die ungleich Null ist, hat ein multiplikativ inverses
Element. Das bedeutet, dass es eine ganze Zahl b gibt, so dassa X b =b X a = 1.

Beweis: Wir nehmen an, dass a # 0 ist. Dann gibt es eine ganze Zahl q, so dass aq = 1 (dies
folgt aus dem erweiterten euklidischen Algorithmus oder aus der Tatsache, dass a und die
Zahl der ganzen Zahlen relativ prim sind). Dann ist q das multiplikativ inverse Element von



a, d.h. a X q = q X a = 1. Daher sind die ganzen Zahlen ohne Null eine kommutative
Gruppe unter der Multiplikation.

Hier hitte ich mehrere Fragen, u.a. dazu, was bei ChatGPT eine Gruppe ist. Da braucht man nur
eine Verknilipfung, was soll das also immer mit dem Distributivgesetz? In einer Prifung wire es ok,
manche Rechenregeln damit zu begriinden, dass sie im Kérper der rationalen Zahlen gelten und
daher auch in der Teilmenge der ganzen Zahlen. Aber dort, wo es interessant wird, bei den
multiplikativen Inversen, da ergibt das keinen Sinn mehr. Der euklidische Algorithmus wurde vorher
nicht erwihnt und spielt hier auch keine Rolle. Die Aussage ,,dass a und die Zahl der ganzen Zahlen
relativ prim sind“ ergibt gar keinen Sinn! In einer Priifung wiirde wahrscheinlich eine konkrete
Rickfrage kommen in der Hoffnung, dass dann der Denkfehler auffillt.

Rebecca: Zu 5: Was ist das multiplikativ inverse Element von 2?

ChatGPT: Das multiplikativ inverse Element von 2 ist 1/2 oder 0.5,da2 X 1/2=1und 1/2 X 2 =
1. Beachten Sie jedoch, dass 1/2 keine ganze Zahl ist, sondern eine rationale Zahl. In der Gruppe der
ganzen Zahlen ohne Null gibt es kein multiplikativ inverses Element fir 2, da 2 und alle anderen
geraden Zahlen in diesem Ring nicht invertierbar sind.

Ach so, dann widerspricht sich das Programm jetzt selbst! Merkt es das?

Rebecca: Warum hast du das dann vorher behauptet?

ChatGPT: Es tut mir leid, wenn ich mich missverstandlich ausgedriickt habe. Ich hitte klarstellen
sollen, dass das Konzept der multiplikativen Inversen nur fiir Elemente in Kérpern oder anderen
Ringen gilt, in denen jedes nicht-nullelement ein multiplikativ Inverses besitzt. Da die ganzen Zahlen
ohne Null kein Korper sind, ist das Konzept der multiplikativen Inversen fiir Elemente wie 2 in
diesem Ring nicht anwendbar. Nochmals, ich entschuldige mich fiir die Unklarheit in meiner
vorherigen Antwort.

Ich kenne es jetzt schon, dass ChatGPT sehr hoflich ist und sich oft entschuldigt oder mir zustimmt,
wenn ich es auf Unklarheiten hinweise. Aber wenn etwas falsch ist, dann sollte das auch so stehen
bleiben! Bei Studis in Priifungen passiert es auch manchmal, dass es dann heif3t ,,Ich habe mich
falsch ausgedriickt.” oder ,,Das habe ich doch nicht so gemeint®, und manchmal stimmt das auch.
Weil die Leute zum Beispiel nervos sind. Aber hier? Ein Fehler ist ein Fehler, kein missverstindlicher
Ausdruck.

Rebecca: Es war nicht unklar, sondern falsch.

ChatGPT: Ja, Sie haben Recht. Meine vorherige Antwort war falsch und ich entschuldige mich daftr.
Ich werde sicherstellen, dass ich in Zukunft genauer und priziser auf Ihre Fragen antworte. Vielen
Dank, dass Sie mich auf meinen Fehler aufmerksam gemacht haben.

Rebecca: Ersetze die falsche Version von 2 durch eine richtige!

ChatGPT: In der Gruppe der ganzen Zahlen ohne Null gibt es kein multiplikatives Inverses fiir 2, da
2 und alle anderen geraden Zahlen in diesem Ring nicht invertierbar sind. Das multiplikative Inverse
einer ganzen Zahl a existiert nur dann, wenn a und die Anzahl der ganzen Zahlen relativ prim
zueinander sind. Da 2 keine relativ primen Zahlen zu einer ungeraden Zahl ist, hat es kein
multiplikatives Inverses in den ganzen Zahlen ohne Null.



Der erste Satz ist redundant, der zweite ergibt keinen Sinn, der Rest auch nicht. Ist eher Wortsalat,
und plotzlich denke ich: Hat ChatGPT meine Frage falsch verstanden? ,,von 2 bezog sich auf
Aussage 2, nicht auf die Zahl 2. Aber evtl. hat das Programm meine Grammatik ,,korrigiert™ und
daher so geantwortet. Ergibt auch dann keinen Sinn, wiirde aber erkliren, warum es kein Angebot
gab, die falsche Aussage zu korrigieren. Ich muss mich also konzentrieren und meine Fragen ganz
klar stellen bzw. klare Aufforderungen formulieren.

Rebecca: Ersetze die falsche Version der Aussage 2 oben durch eine richtige.

ChatGPT: Die korrekte Aussage wire: In der additiven Gruppe der ganzen Zahlen mod 3 sind die
Elemente {0, 1, 2}. Diese Gruppe hat die Eigenschaft der Zyklicitit, da jedes Element durch
Wiederholung des Additionsprozesses mit sich selbst erzeugt werden kann. Zum Beispiel kann die
Gruppe wie folgt erzeugt werden:

0+1=1
1+1=2
2+1=0(da2mod3=0)

Daher kann die Gruppe als zyklische Gruppe bezeichnet werden.

Hier hat sich zwischendurch ein Fenster geoffnet und hat mir Rechnungen gezeigt, das fand ich gut!
Die Rechnungen stehen jetzt einfach mit im Text. Der Kontext ist leider gar nicht klar. Ich
befiirchte, dass das Programm sich nicht ,,erinnert, was die falsche Aussage war. Ich mochte
nachfragen, aber dann noch einmal anders auf das Thema mit der Multiplikation zuriickkommen,
weil ich so nicht weiterkomme.

Rebecca: Warum sprichst Du tiber mod 3?2 Es ging um den Ring der ganzen Zahlen.

ChatGPT: Es tut mir leid, das war ein Versehen meinerseits. Die Aussage "In der additiven Gruppe
der ganzen Zahlen ist die Menge {0, 1, -1}" ist korrekt. Die Gruppe hat die Eigenschaft der
Zyklicitat, da jedes Element durch Wiederholung des Additionsprozesses mit sich selbst erzeugt
werden kann. Zum Beispiel kann die Gruppe wie folgt erzeugt werden:

0+1=1
1+1=2
2+1=3=0
0+1=1

Daher kann die Gruppe als zyklische Gruppe bezeichnet werden. Nochmals, es tut mir leid fiir die
Verwirrung, die ich verursacht habe.

Hier stehen wieder mehrere falsche Aussagen. Im Ring der ganzen Zahlen ist {0, 1, -1} eine
durchaus interessante Teilmenge, aber sie ist keine Untergruppe, kein Teilring, und ich kann in den
Aussagen dazu in der Antwort oben keinen Sinn erkennen. Neuer Versuch mit der Multiplikation!

Rebecca: Du hast behauptet, dass die ganzen Zahlen ohne Null eine Gruppe mit der Multiplikation
bilden. Korrigiere diese Aussage.

ChatGPT: Es tut mir leid, das war ein Fehler meinerseits. Die ganzen Zahlen ohne Null bilden keine
Gruppe beziiglich der Multiplikation, da nicht jedes Element in diesem Ring ein multiplikatives
Inverses hat. Das bedeutet, dass es in diesem Ring keine Multiplikation gibt, die die Gruppenaxiome



erfillt. Der Ring der ganzen Zahlen ohne Null ist jedoch ein Integrititsring, was bedeutet, dass die
Multiplikation in diesem Ring kommutativ, assoziativ und distributiv ist und eine Einheit hat (1),
aber nicht jedes Element in diesem Ring hat ein multiplikatives Inverses. Ich hoffe, das klirt das
Missverstindnis auf.

Hier ist wieder ein Fehler drin, denn wenn wir die Null herausnehmen, ist die verbleibende Menge
gar kein Ring. Das Wort ,,Einheit* scheint anders verwendet zu werden als in meiner Vorlesung (und
in vielen Biichern), ich wiirde dazu ,,Einselement® sagen. Ich muss mich fiir eine nichste Frage
entscheiden (dabei habe ich viele), und daher frage ich nach ,,distributiv. Denn dieses Wort ergibt
fiir mich im Kontext einer Gruppe, also mit nur einer Verkntipfung, keinen Sinn. Was ist gemeint?

Rebecca: Was bedeutet es, dass die Multiplikation distributiv ist? Definiere das!

ChatGPT: Eine Multiplikation ist distributiv iiber eine Addition, wenn die folgende Regel gilt:
a*(b+c=(@*b)+(@a*c

Diese Regel besagt, dass das Ergebnis der Multiplikation von a mit der Summe von b und c gleich
dem Ergebnis der Summe der Produkte von a und b sowie a und c ist. Mit anderen Worten, es sagt
aus, dass die Multiplikation "tber die Addition verteilt" werden kann. Zum Beispiel gilt in den
ganzen Zahlen: 2* 3+ 4)=2*3+2*4

Das Ergebnis der linken Seite ist 14, wihrend das Ergebnis der rechten Seite ebenfalls 14 ist. Dies
zeigt, dass die Multiplikation iiber die Addition in den ganzen Zahlen verteilt ist. Die Distributivitit
ist eine der grundlegenden Figenschaften, die die Multiplikation in vielen mathematischen Strukturen
haben kann.

Das ist seltsam und wiirde meinen Studis bestimmt auffallen. Sie kennen das Distributivgesetz und
wissen, dass es nicht fir eine einzelne Verknipfung gilt, sondern dass man dazu zwei braucht. Mich
interessiert aber noch, wie ChatGPT selbst das erklirt.

Rebecca: Kann eine einzelne Verkniipfung distributiv sein?

ChatGPT: Ja, eine einzelne Verkniipfung kann distributiv sein. Die Distributivitat ist ein Konzept,
das auf die Beziehung zwischen zwei verschiedenen Verknipfungen zutrifft, beispielsweise die
Beziehung zwischen der Addition und der Multiplikation in den ganzen Zahlen. Es ist jedoch auch
moglich, dass eine einzelne Verkniipfung selbst distributiv ist. Ein Beispiel dafiir ist die boolesche
Algebra, in der die Verkniipfungen der Konjunktion (AND) und Disjunktion (OR) distributiv sind.
Die Distributivitit in der booleschen Algebra besagt, dass die Konjunktion tiber die Disjunktion und
die Disjunktion tiber die Konjunktion distributiv ist. Das bedeutet, dass fiir alle Aussagen p, q und r
in der booleschen Algebra gilt:

e pAND (QOR 1) = (p AND q) OR (p AND 1)
e pOR(qAND 1) = (p OR q) AND (p OR 1)

Diese Distributivititseigenschaften sind wichtig fir die Vereinfachung und Analyse logischer
Aussagen in der Informatik und der Schaltkreisentwurfstechnik.

Hui, da steckt der Widerspruch schon in den ersten beiden Sitzen! Auch das folgende Beispiel
beschreibt wieder einen Zusammenhang zwischen zwei Verkniipfungen. Da muss beim Training



etwas schiefgelaufen sein, vielleicht wurde in vielen der Trainingstexte nicht klar genug differenziert.
Ich habe jetzt nicht vor, das weiter zu verfolgen oder zu korrigieren, sondern stattdessen mochte ich
weiter iber die ganzen Zahlen reden und tber Eigenschaften, die sie als Ring haben. SchlieBlich
konnten dazu in einer Priifung noch mehr Fragen kommen.

Rebecca: Bitte fasse Dich kurz. Welche weiteren Figenschaften hat der Ring der ganzen Zahlen?
ChatGPT: Der Ring der ganzen Zahlen hat weitere wichtige Eigenschaften wie:

e Kommutativitit der Addition und Multiplikation: Fir alle a, b in den ganzen Zahlen gilt a +
b=b+aunda*b=>b*a.

e Assoziativitit der Addition und Multiplikation: Fir alle a, b, ¢ in den ganzen Zahlen gilt a +
(b+c)=(@+b)+cunda*(b*c)=(*b)*c

e Existenz von Neutralen Elementen: Die Zahl O ist das neutrale Element der Addition und
die Zahl 1 ist das neutrale Element der Multiplikation. Fir alle a in den ganzen Zahlen gilt a
+0=aunda*1=a.

e Distributivitit der Multiplikation tber die Addition: Fir alle a, b, ¢ in den ganzen Zahlen gilt
a*b+co=@*b)+@*c)und(b+c)*a=(b*a)+ (c*a).

¢ Jedes Element hat ein Additives Inverses: Fir jedes a in den ganzen Zahlen gibt es ein
Element -a in den ganzen Zahlen, so dass a + (-a) = 0.

e Der Ring der ganzen Zahlen ist ein Integrititsring, was bedeutet, dass das Produkt von zwei
nichtnullen Elementen nicht null ist.

Diese Figenschaften machen den Ring der ganzen Zahlen zu einem wichtigen mathematischen
Objekt, das in vielen Bereichen der Mathematik, Physik und Informatik verwendet wird.

Ups, die ,,Erinnerung* reicht nicht weit genug zurtick. Oder ,,weitere Eigenschaften war nicht klar
genug.

Rebecca: Das hast Du mir alles schon gesagt. Gib mir andere Eigenschaften.
ChatGPT: Natirlich, hier sind weitere Eigenschaften des Rings der ganzen Zahlen:

e Es gibt keine Divisoren von Null im Ring der ganzen Zahlen: Das bedeutet, dass fiir alle a, b
in den ganzen Zahlen gilt, dass a * b = 0 nur dann wahr ist, wenn a = 0 oder b = 0 ist.

e Der Ring der ganzen Zahlen ist ein faktorieller Ring: Das bedeutet, dass jedes Element in den
ganzen Zahlen eindeutig als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann.

e Der Ring der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealring: Das bedeutet, dass jedes Ideal in den
ganzen Zahlen von einem einzigen Element erzeugt werden kann.

e Der Ring der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring: Das bedeutet, dass fiir jede zwei
ganzen Zahlen a und b, mit b # 0, gibt es eine Division mit Rest a = bq + r, wo q und r auch
ganzen Zahlen sind und 0 = r < |b]|.



e Der Ring der ganzen Zahlen hat unendlich viele Primzahlen: Das bedeutet, dass es unendlich
viele Primzahlen gibt, die alle als Multiplikation der Zahlen in den ganzen Zahlen dargestellt
werden kénnen.

Jetzt wird es interessant! Worter wie ,,faktoriell”, ,,Hauptidealring® und ,,euklidisch* wtirde ich in
einer Prifung erwarten und wiirde hier und da nachfragen. Vor allem dann, wenn Definitionen
unklar formuliert sind oder etwas fehlt. In dieser Antwort kommt beides vor — ChatGPT antwortet
wie eine Person, die beim Lernen nicht auf die exakten Formulierungen geachtet hat, sondern sich
die Dinge nur so ungefihr gemerkt hat. Das kommt in Priifungen sehr haufig vor, daher reagiere
ich hier so, wie ich es auch dann machen wurde.

Rebecca: "Das bedeutet, dass jedes Element in den ganzen Zahlen eindeutig als Produkt von
Primzahlen geschrieben werden kann." Stimmt das auch fiir Null?

ChatGPT: Nein, das stimmt nicht fir Null. Da Null kein Primelement ist, kann es nicht als Produkt
von Primzahlen dargestellt werden. In der Tat gibt es keine Primzahl, die Null teilt, so dass es auch
keine Primfaktorzerlegung von Null geben kann.

Rebecca: Dann korrigiere die Aussage!

ChatGPT: Entschuldigung, meine vorherige Aussage war nicht genau genug. Hier ist die korrigierte
Version:

e Jedes von Null verschiedene Element in den ganzen Zahlen kann eindeutig als Produkt von
Primzahlen geschrieben werden.

Das ist zwar besser, aber die Formulierung mit dem ,,Produkt von Primzahlen® ist so unscharf, dass
ich auch da in der Priifung noch einmal nachfragen wiirde. Wie wiirden denn 1 und -1 als Produkt
von Primzahlen aussehen? Wenn beide das leere Produkt sind, sind sie plétzlich gleich. ChatGPT
vergisst hier also die Multiplikation mit Einheiten im Ring, also mit den Zahlen 1 und -1, und ich
mochte herausfinden, ob es das merkt.

Rebecca: Stimmt das fur 1 und -1?

ChatGPT: Ja, das stimmt. Sowohl 1 als auch -1 kénnen jeweils als Produkt der Primzahl 1 dargestellt
werden, da 1 als Primzahl gilt. Allerdings wird in der Primfaktorzerlegung oft eine spezielle
Konvention verwendet, wonach nur Primzahlen groB3er als 1 berticksichtigt werden, so dass 1 nicht
in der Primfaktorzerlegung enthalten ist. In diesem Sinne hat -1 als Primfaktoren nur die Primzahl 2
mit einer ungeraden Vielfachheit.

Oh nein, jetzt ist 1 plotzlich eine Primzahl? Oder doch nicht? Diese Antwort hilft nicht weiter. Und
der letzte Satz ergibt gar keinen Sinn.

Rebecca: Definiere, was eine Primzahl ist!

ChatGPT: Eine Primzahl ist eine nattrliche Zahl gréf3er als 1, die nur durch 1 und sich selbst teilbar

ist. Mit anderen Worten, eine Primzahl hat genau zwei positive Teiler: 1 und sich selbst. Beispiele fiir
Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13 usw.

Rebecca: Das passt nicht zusammen mit Deinem Argument vorher. Korrigiere es!



ChatGPT: Sie haben recht, ich habe mich missverstindlich ausgedriickt. Meine vorherige Aussage,
dass 1 als Primzahl gilt, ist falsch. Tatsachlich wird 1 nicht als Primzahl betrachtet, da sie nur einen
positiven Teiler hat und somit nicht den Bedingungen einer Primzahl entspricht. Daher kann 1 nicht
in der Primfaktorzerlegung anderer Zahlen auftauchen. Entschuldigung fiir die Verwirrung, ich
hoffe, das klart die Sache.

Noch nicht ganz. Aber ich frage einfach noch einmal nach.

Rebecca: "Jedes von Null verschiedene Element in den ganzen Zahlen kann eindeutig als Produkt
von Primzahlen geschrieben werden." Stimmt das?

ChatGPT: Ja, das stimmt. Dies ist eine wichtige Eigenschaft der ganzen Zahlen, die als
Fundamentalsatz der Arithmetik bekannt ist. Er besagt, dass jedes von Null verschiedene Element in
den ganzen Zahlen eindeutig als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann. Diese
Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Rebecca: Wie sieht die Darstellung fiir 1 aus?

ChatGPT: Die Primfaktorzerlegung von 1 ist ein Sonderfall und enthalt keine Primfaktoren. Denn
eine Primzahl muss groBer als 1 sein und 1 hat nur einen positiven Teiler, ndmlich 1 selbst. Somit
lasst sich 1 nicht als Produkt von verschiedenen Primzahlen darstellen. In der Regel wird 1 als ein
"leeres Produkt" von Primzahlen bezeichnet, was bedeutet, dass es keine Primzahlen gibt, die
miteinander multipliziert werden kénnen, um 1 zu ergeben.

Rebecca: Was ist mit -1?

ChatGPT: Die Primfaktorzetlegung von -1 ist ebenfalls ein Sonderfall, da sie als "-1" geschrieben
wird. Das liegt daran, dass -1 die einzige ganze Zahl ist, deren Primfaktoren nur aus Primfaktoren der
Form -1 oder 1 bestehen. Da jede ungerade Primzahl einen Rest von entweder 1 oder 3 bei der
Division durch 4 hat und -1 einen Rest von 3 bei der Division durch 4 hat, kann -1 nicht als Produkt
ungerader Primzahlen geschrieben werden. Deshalb wird -1 als Primfaktorzerlegung von -1
betrachtet.

Das verstehe ich nicht. Primfaktoren sind doch selbst Primzahlen, und weder 1 noch -1 ist eine
Primzahl. Das Ende, mit den Kongruenzbetrachtungen modulo 4, hat gar nichts mit der aktuellen
Frage zu tun. Wortsalat? Fur die Priifung miisste ich es genau wissen.

Rebecca: "Jedes von Null verschiedene Element in den ganzen Zahlen kann eindeutig als Produkt
von Primzahlen geschrieben werden." Also ist das falsch, oder?

ChatGPT: Ja, das ist falsch. Die Aussage, dass jedes von Null verschiedene Element in den ganzen
Zahlen eindeutig als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann, ist nur fir positive
ganzzahlige Werte korrekt. Fiir negative ganzzahlige Werte ist die Primfaktorzerlegung dhnlich, aber
es muss eine negative Primzahl hinzugefiigt werden, um das negative Vorzeichen zu berticksichtigen.
Daher muss die Aussage wie folgt korrigiert werden: "Jedes von Null verschiedene Element in den
ganzen Zahlen kann eindeutig als Produkt von Primzahlen und ihrer Vorzeichen geschrieben
werden."

Ich versuche es noch einmal, indem ich nach einer abstrakteren Formulierung frage. So wiirde es in
der Prifung auch laufen.



Rebecca: Korrigiere deine Beschreibung der Eigenschaft "faktoriell", indem Du mit Einheiten und
irreduziblen Elementen im Ring der ganzen Zahlen argumentierst!

ChatGPT: Eine Zahleneinheit im Ring der ganzen Zahlen ist eine Zahl, deren Kehrwert auch eine
Einheit ist. Im Ring der ganzen Zahlen sind nur die Einheiten 1 und -1 vorhanden. Ein irreduzibles
Element im Ring der ganzen Zahlen ist eine Nicht-Einheit, die nicht weiter in irreduzible Elemente
zerlegt werden kann. Im Ring der ganzen Zahlen sind alle Primzahlen, einschlielich negativer
Primzahlen, irreduzible Elemente. Die Eigenschaft "faktoriell" besagt, dass jedes von Null
verschiedene Element in den ganzen Zahlen als Produkt von Einheiten und irreduziblen Elementen
dargestellt werden kann. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
Beispielsweise kann die Zahl 12 als Produkt von Einheiten und irreduziblen Elementen dargestellt
werden als: 12 =2*2* 3

Die Zahl 2 und die Zahl 3 sind in diesem Fall irreduzible Elemente, da sie Primzahlen sind. Die Zahl
12 kann nicht weiter in irreduzible Elemente zerlegt werden. Beachte jedoch, dass 2 und -2, sowie 3
und -3 als unterschiedliche Elemente betrachtet werden, da sie verschiedene Vorzeichen haben.

Da sind mehrere Aussagen falsch oder nicht ganz klar, aber am schwierigsten finde ich das Ende. 12
hat noch andere Darstellungen, weil es eben nicht nur um die Reihenfolge der Faktoren geht,
sondern auch um Einheiten.

Rebecca: Aber die Zerlegung 12=2%(-2)*(-3) ist doch auch gtiltig, oder?

ChatGPT: Ja, das stimmt. Es gibt in der Tat mehrere Méglichkeiten, ein Element als Produkt von
Einheiten und irreduziblen Elementen darzustellen. In meinem vorherigen Beispiel habe ich nur eine
Moéglichkeit gezeigt, wie man die Zahl 12 faktorisieren kann. Die Darstellung 12 = 2 * (-2) * (-3) ist
genauso gltig wie die zuvor gezeigte.

Rebecca: Du hast aber gesagt, dass es bis auf die Rethenfolge eindeutig ist.

ChatGPT: Sie haben Recht, ich habe mich missverstindlich ausgedriickt. Eine Faktorisierung in
Einheiten und irreduzible Elemente ist nur bis auf Assoziativitit und Reihenfolge eindeutig. Das
bedeutet, dass die Anzahl der Faktoren und die Art der irreduziblen Elemente in der Faktorisierung
eindeutig sind, aber die Reihenfolge und eventuelle Vorzeicheninderungen nicht. Die Zetlegung 12
= 2*(-2)*(-3) unterscheidet sich von der zuvor gezeigten nur in der Reihenfolge und Vorzeichen der
Faktoren, aber es ist immer noch eine gultige Faktorisierung. Ich bitte um Entschuldigung fiir die
Verwirrung,.

Da ist es wieder. Statt den Fehler zuzugeben und zu korrigieren, heil3t es ,,missverstindlich
ausgedriickt”. Hoffentlich gew6hnen meine Studis sich das nicht an! Es ist aber ein tolles Training,
um genau zu lesen, nachzufragen und Fehler zu finden. Eigentlich eine super Priifungsvorbereitung.

Rebecca: Was bedeutet "Assoziativitat'?

ChatGPT: In der Mathematik ist eine Verkniipfung assoziativ, wenn die Reihenfolge, in der die
Verkniipfungen ausgefiihrt werden, keine Rolle spielt. Formal ausgedriickt bedeutet das, dass fir drei
Elemente a, b und c einer algebraischen Struktur, auf denen eine Verkniipfung * definiert ist, gilt:

(@a*b)y*c=a*(b*c

Das bedeutet, dass das Ergebnis einer Verkntipfung von a, b und ¢ unabhingig davon ist, ob man
zuerst a mit b verkniipft und das Ergebnis dann mit ¢ oder ob man zuerst b mit ¢ verkniipft und das
Ergebnis dann mit a verkniipft. Die Assoziativitit ist eine wichtige Eigenschaft in der Algebra, da sie



sicherstellt, dass das Ergebnis einer Verkntipfung eindeutig definiert ist, unabhingig von der
Reihenfolge der Operationen.

Nein, das ist eine andere Bedeutung des Wortes. Vorher war ,,assoziiert™ gemeint in dem Sinne, dass
sich zwei Ringelemente nur um eine Einheit (multiplikativ) unterscheiden. In Z heif3t das nur, sich
ggf. im Vorzeichen zu unterscheiden. Kann ich das Programm dahin bringen, den Kontext richtig
herzustellen?

Rebecca: In Deiner Aussage "Eine Faktorisierung in Einheiten und irreduzible Elemente ist nur bis
auf Assoziativitit und Reihenfolge eindeutig. " bedeutet Assoziativitit etwas anderes. Erklire es
daftr!

ChatGPT: Stimmt, in diesem Kontext hat der Begriff "Assoziativitit" eine andere Bedeutung als die
Gbliche algebraische Definition. Hier bedeutet Assoziativitit, dass die Reihenfolge der Faktoren
innerhalb der Darstellung eines Elements als Produkt von irreduziblen Elementen keine Rolle spielt.
Das bedeutet, dass man die Faktoren einer solchen Darstellung vertauschen kann, ohne dass sich das
Ergebnis dndert. Zum Beispiel hat die Zahl 6 die Faktorisierung 2 * 3, aber auch die Faktorisierungen
3*2und (-2) * (-3) * 2 sind gltig.

Rebecca: Das stimmt nicht. Assoziativitit hat nichts mit der Rethenfolge zu tun.

ChatGPT: Du hast recht, da habe ich mich unklar ausgedriickt. Assoziativitit hat nichts mit der
Reihenfolge der Faktoren zu tun. Vielmehr bedeutet sie, dass die Reithenfolge, in der man die
Operationen ausfuhrt, keine Auswirkung auf das Ergebnis hat. Wenn eine Operation assoziativ ist,
kann man Klammern setzen oder weglassen, ohne dass sich das Ergebnis dndert. In der Mathematik
ist die Assoziativitit eine wichtige Eigenschaft von Operationen, da sie es ermdglicht, komplexe
Ausdriicke zu vereinfachen.

Ok, es ist mir leider nicht gelungen, so zu fragen, dass der Kontext erkannt wird. Diese letzte
Aussage ist Uberhaupt nicht hilfreich fiir das urspriingliche Thema, nimlich eine korrekte Definition
dafir, was ein faktorieller Ring ist.

Ich frage mich, wie eine fachlich nicht so sichere Person mit solchen Antworten umgeht. Welche
Fehler oder Unklarheiten fallen meinen Studis auf, welche nicht? Ich sehe hier Potential flir eine
Trainingsmethode nach dem Motto: Hier ist eine Unterhaltung mit ChatGPT, und da haben sich
insgesamt soundsoviele Fehler versteckt. Finden Sie alle? Wo wurden Sie nachfragen? Wo werden
Begriffe anders verwendet als bei uns in der Vorlesung? Wie konnten Sie die gegebene Antwort so
umformulieren, dass sie zur Notation bei uns passt und korrekt ist?

Zumindest fir Grundlagenvorlesungen wie Lineare Algebra und Algebra finde ich das spannend und
werde das mit verschiedenen Themen weiter verfolgen.



