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Kapitel 1

Grundbegrifte

1.1 Zahlenbereiche und Mengen

Zahlenbereiche

« N=1{1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.
e Z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.

e Q=1{p/q:p,q€ Z,q+# 0} sind die rationalen Zahlen. Die Darstellung ist eindeutig,
wenn p und q teilerfremd sind und ¢ > 0 ist.

o R ist die Menge der reellen Zahlen. Die formale Definition von R ist nicht einfach. Wir
stellen uns einen Zahlenstrahl (= rationale Zahlen + irrationale Zahlen) vor.

e C={a+ib:aeR,be R} ist die Menge der komplexen Zahlen, vgl. Abschnitt

Es gilt

NcZcQcRcC
Warum benétigt man Z, Q, R und C? Damit Gleichungen der Form a4+x =b, ax = b, 2* = b
und a® = b (z. B. 22 = —1) stets Losungen besitzen. Durch eine Verallgemeinerung ergibt sich
oft eine Vereinfachung. Verzichtet man z. B. bei der Buchfithrung auf negative Zahlen, muss
man Félle unterscheiden (Ausgaben/Einnahmen, Haben/Soll). Lasst man negative Zahlen
zu, wird es tibersichtlicher.

Satz 1.1. Die Wurzel aus 2 ist irrational.
Indirekter Beweis von Fuklid. Angenommen v/2 € Q, d.h., es gibt p,q € Z mit p/q = V2.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sind p und ¢ teilerfremd, da man andernfalls kiirzen
kénnte. Durch Umstellen erhalten wir p? = 2¢?, woraus man weiter Folgendes schliefien kann:

2teiltp® = 2teiltp = 4teiltp? = 2teilt¢® = 2teiltq
Damit teilt 2 beide Zahlen, p und ¢, was im Widerspruch zur oben gemachten Annahme steht.

Daher kénnen p und ¢ nicht existieren und demzufolge ist v/2 ¢ Q. Siehe auch Wikipedia. [
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4 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Mengen

o Teilmenge: A ist Teilmenge von B, in Zeichen A C B, wenn x € A = x € B gilt. Fur
jede beliebige Menge B gilt ) C B und B C B.

o Vereinigung: AUB ={x: 2z € Aoder z € B}

Durchschnitt: ANB ={z:2 € Aund x € B}
o Differenz: A\ B={z:x€ Aund x & B}
o Anzahl der Elemente oder Kardinalitat: |A| oder #A

Beispiel 1.2. Sei A = {2k: k € Z} die Menge der geraden und B = {3k: k € Z} die Menge
der durch drei teilbaren Zahlen. Was ist dann AU B, AN B, N\ A und A\ B?

Satz 1.3 (Regel von De Morgan). Fiir beliebige Mengen A, B und C' gilt:
(A\B)N(A\C)=A\(BUC) (1.1)

Beweis.
(A\B) N (A\C) = A\(BUO)

Definiert man Komplemente in A wird (1.1) zu BNC = BUC.

1.2 Potenzen, Exponentialfunktion und Logarithmus

Potenzfunktion y =

)
Setze 2° = 1 (fiir  # 0) und 2" = z - 2" ! fiir n € N. Fiir £ € Q setzt man z7 = 2. Fir

1/a

a € R definiert man 2 durch Stetigkeit. Fiir z = y*/* schreibt man auch x = /.

Exponentialfunktion y = a*,a > 0

Beispiel 1.4 (Kontinuierliche Verzinsung und Eulersche Zahl). Ein Euro, der mit 100% Zinsen
ein Jahr angelegt wird, wird zu 2 Euro. Bei halbjahriger Verzinsung mit jeweils 50% ergibt
sich das Guthaben (1+43)(1+ %) = 2.25 Euro. Tégliche Verzinsung liefert G4 = (1+ 32)%° ~
2.7145 ..., und im Sekundentakt ergibt sich

1 602-24-365
Gi=(14 ———— = 2.7182817 ...
( +602-24-365)
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Abbildung 1.1: Potenz- und Exponentialfunktionen

Der Grenzwert definiert die Eulersche Zahl

1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n
Fiir den Zinzsatz z folgt dann

lim (1+2)" = Jim ((1+g> ) =,
n—00 n %—)oo =

Beispiel 1.5 (Reihendarstellung der Exponentialfunktion). Welcher Koeffizient steht bei ¥,
wenn man (14 7)™ ausmultipliziert und dann n gegen unendlich gehen lasst? Fiir festes n ist

(1+2)" = AW
n/ nk \ k ’

weil es n Terme gibt und man genau k£ mal das = auswéihlen muss, um auf z* zu kommen.
Weiter ist

lim @: nn—1)---(n—k+1) :i
n—o0 nk nkk' ]{Z"
woraus letztendlich (nach sorgfaltigem Begriinden aller Schritte) die Darstellung

k I2 JZ3 l‘4 .175

s N A
e_;k!_1”+2!+3!+4!+5!+
=0

folgt. Da in dieser Summe alle Potenzen mit positivem Koeffizienten vorkommen, wachst die

Exponentialfunktion starker als jede feste Potenz, lim )

T
T—00

Logarithmus

Definition 1.6 (Logarithmus). Sei y = ¢” mit y > 0. Dann heifit x Logarithmus von y zur
Basis a, man schreibt x = log, y. Fur a = e spricht man vom natirlichen Logarithmus und
schreibt log, (y) = In(y).
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Abbildung 1.2: Logarithmusfunktionen

Satz 1.7.
In(z - y) = In(z) + In(y).

Beweis. Man sieht auf die Exponenten: e™@%) = g . y = el*#elny = n@)+In(y), [
Beispiel 1.8. Man 16se a® = y unter Verwendung des natiirlichen Logarithmus nach x auf.
Losung:

1

a* =y = rxlna=lhy = == oy = log,(y)

Ina

Beispiel 1.9. (Radiokarbonmethode, 1*C-Methode) Durch kosmische Strahlung entsteht *C,
UN n o O+
das mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren zerfallt:
UC 5 MN+e 4+ (B Zerfall).

]

Wie alt ist ein Fundstiick, bei dem r(t) = ﬁiN} auf 10% des Normalwertes abgesunken ist?

Losung. Zerfallsgesetz r(t) = roe~ . Bekannt ist 7(5730) = ro/2. Gesucht ist 7' mit r(T) =
1r9/10. Durch Logarithmieren erhalten wir

1 1
—ab730 = In 5 und —aT =In i

und schlieflich, nach Division der Gleichungen, T' = 111;—120 - 5730 = 19034 Jahre.

Bemerkung: Da die Sonnenaktivitdt schwankt, muss man fiir eine genauere Rechnung, mit
kalibrierten Kurven arbeiten (fiir die nordliche Halbkugel mit INTCAL20, siehe https://
en.wikipedia.org/wiki/Radiocarbon_calibration).

Beispiel 1.10 (Radioaktiver Zerfall). Tschernobyl, 26.4.1986, Caesium 137Cs zerfillt mit einer
Halbwertszeit von T = 30,17 Jahre.


https://en.wikipedia.org/wiki/Radiocarbon_calibration
https://en.wikipedia.org/wiki/Radiocarbon_calibration

Kapitel 2

Komplexe Zahlen

Beispiel 2.1 (Quadratische Gleichungen). Betrachte 22 + pz + ¢ = 0. Quadratisches Ergéinzen
liefert (2 +p/2)? —p?/4+q =0, also 212 = —p/24 /D mit der Diskriminante D = p?/4 —q.

Rechnet man mit reellen Zahlen, so sind drei Falle zu unterscheiden: Fiir D > 0 gibt es zwei
reelle Losungen, fiir D = 0 eine reelle, doppelte Losung und fiir D < 0 keine reelle Losung.

Fiihrt man die imaginére Einheit ¢ formal ein mit 2 = —1, so muss man keine Félle unterschei-
den. Auch fiir D < 0 erhilt man zwei Losungen, die dann komplex sind 2y, = —§ £iv/—D.

Beispiel 2.2. z* + 4z + 13 = 0 hat die Losungen z; = —2 + 3i und 29 = —2 — 3i.

Der ,Weg durch das Komplexe* kann Rechnungen vereinfachen. Obwohl die Niitzlichkeit der
komplexen Zahlen bereits von Rafael Bombelli (*1526, 11572) erkannt wurde, waren ,imag-
indre* Zahlen den Mathematikern lange suspekt; es dauerte 300 Jahre, bis die komplexen
Zahlen als ,vollwertig* angesehen wurden.

2.1 Arithmetische Form

Definition 2.3. Sei i die imagindre Einheit mit i> = —1. Eine Zahl z = = + iy, =,y € R
heifit komplexre Zahl mit Realteil x = Rez und Imagindrteil y = Im z. Dann bezeichnet
C={z+iy:z,y € R} die Menge der komplezen Zahlen. Ist Im z = 0, so ist z reell und ist
Re z = 0, so heifit z imaginar.

Beispiel 2.4. Kann mein Taschenrechner mit komplexen Zahlen rechnen?

Vo1 — i In(—5) —  1.6094 + 3.1416i

V=1 — 0.70711 +0.70711i arcsin(i) —»  0.88137i = In(vV/2 4 1)i
arcsin(2) —  1.5708 + 1.3170¢

Die Ausdriicke 0° und 1/0 kénnen auch mit komplexen Zahlen nicht sinnvoll definiert werden.
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http://de.wikipedia.org/wiki/Rafael_Bombelli
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Definition 2.5 (Rechnen mit komplexen Zahlen).

21+ 20 = (21 + x2) + (Y1 + y2)i
21— 29 = (x1 — X2) + (11 — y2)i
21+ 2o = (v1 + y19) (02 + Yoi) = (2122 — Y1ye) + (T1y2 + T2y1 )i
2wty (@ + i) (@2 — yei)

zp Tatyai (T2 + yai)(x2 — yat)

1 .
=2 ((z122 + y192) + (=212 + Y172)1)
2

mit 73 = x3 + y3. Bei der Multiplikation und bei der Division wird i* = —1 verwendet.

Definition 2.6. Sei z = x + yi eine komplexe Zahl. Dann heifit Z = x — yi die zugehorige
konjugiert komplexe Zahl.

Beispiel 2.7. (i) 3 —5i =3+ 51

(V) Z1- 22 = Z1 * Zo. Bewelis.
Beispiel 2.8 (Nenner reell machen). Um den Nenner reell zu machen, muss man mit der
konjugiert komplexen Zahl erweitern.

34+4i  (344i)(1+2i) 3-8+ (446)i
1—2i  (1—2i)(1+20) 1+4

= —1+2i

Definition 2.9. Der Betrag einer komplexen Zahl ist

|z| = Va2 +y? = Vz2Z.

Satz 2.10 (Der Betrag ist multiplikativ.). Fir zq, 22 € C gilt |2122| = |21]|22]-

Bewess.

|2122] = V21202122 = V2121V 2272 = | 21| 22

]

Grafische Darstellung komplexer Zahlen. Komplexe Zahlen lassen sich als Vektoren
in der Gauflschen Zahlenebene veranschaulichen, und die Rechenoperationen lassen sich
geometrisch interpretieren: Der Betrag einer komplexen Zahl ist die Lange, die Addition
zweier Zahlen entspricht der Vektoraddition und durch das Multiplizieren wird gestreckt
und gedreht. Beispielsweise dreht eine Multiplikation mit ¢ um 90° gegen den Uhrzeigersinn,
1 —i— —1— —i — 1. Das Konjugieren ist eine Spiegelung an der z-Achse.
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z
2 + o
1 Z3
| | 1 |
T T 1 T
-1 1 2 3
—1i + o

Abbildung 2.1: Addition komplexer Zahlen. Sei z; = 2424, 2o = 1 —4. Dann ist 23 = 21+ 29 =
3+ i. Fir den Betrag von z3 ergibt sich, nach Pythagoras, |23| = /3% + 12 = v/10.

2.2 Trigonometrische und exponentielle Form

Real- und Imaginéarteil einer komplexen Zahl z = x + iy konnen wir als kartesische Koordi-
naten interpretieren. Bei der Umrechnung in Polarkoordinaten bestimmen wir die Lange r
und den Winkel ¢ (in Rad!) mit der positiven reellen Achse. Dabei muss man unterscheiden,
ob der Realteil von z positiv oder negativ ist. Fiir z = x 4 1y ist

) x>0
J+m x<0

arctan(

e 8

r=lz| =+ wz{ (2.1)

arctan(?

Man beachte, dass der Winkel ¢ nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt ist; addiert man 27
zu ¢ hinzu, so entspricht dies einer Drehung um 360°. Der Winkel ¢ heifit auch Argument der
komplexen Zahl z, man schreibt ¢ = arg(z). Von Polarkoordinaten zuriick zu kartesischen
kommt man mit x = r cos ¢ und y = rsin .

Beispiel 2.11 (Umrechnung in Polarkoordinaten). Sei z = —12+4-5:i. Esist r = /122 + 52 = 13.
Da Re(z) < 0, ist der Winkel ¢ = arctan(—5/12) + 7 = m — arctan(5/12) ~ 2.7468.
Multiplikation von komplexen Zahlen in trigonometrischer Form

Sei z; = ri(cos @y + isin ) und 2o = r3(cos Yo + isin ). Dann erhédlt man durch Ausmul-
tiplizieren und Zusammenfassen (unter Ausnutzung der Additionstheoreme)

21+ z5 = 1172((COS 1 COS (g — sin (g sin ps) + i(Cos @1 Sin Yy + sin @y cos o))

= 172(cos(p1 + ¢2) + isin(pr + ¢2)).
Langen werden multipliziert und Winkel addiert, d.h., Winkel verhalten sich wie Exponenten.
Satz 2.12. arg (z129) = arg (21) + arg (22)

Beispiel 2.13 (Multiplikation mit ¢, Rotation um 7 /2). (24 )i = —1 4 2i
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Formel von Euler
Satz 2.14 (Formel von Euler). Fir ¢ € R gilt

cos @ + isin p = €. (2.2)

Fiir ¢ = 7 erhilt man die ,schonste Formel der Mathematik®: /™ + 1 = 0.

Satz 2.15 (Exponentielle Darstellung). Jede kompleze Zahl z = x + yi, x,y € R besitzt eine
exponentielle Darstellung z = re*? mit o, € R,r > 0. Dabei ist v eindeutig und ¢ eindeutig
bis auf die Addition von ganzzahligen Vielfachen von 2w bestimmd.

Beweis. Die Behauptung folgt aus (2.1f) und (2.2)). O

Fiir das Rechnen mit der exponentiellen Form gelten die gewohnten Potenzgesetze. Sei z =
re’¥. Dann ist 2" = (re™¥)" = r"e™?. Beim Wurzelziehen gibt es wegen der Identitit re’® =
re!($t2km) | ¢ 7, stets n Losungen:

w" = e P gy = rfWTM =0, n—1,
d. h., wir erhalten
wo = VrEPIN oy = eIy L afpeileramin (et 2=t/

Beispiel 2.16. (a) Losungen von w? = 1.

s

. ; ;3 iz
wo=1, wi=¢€2=1, wy=€"=-1, w3=c¢"2" !

Damit sind wir ,,eine Runde herum®, fiir & = 4 erhalten wir w, = e2™ = ¥ = 1 = wy.

(b) w®=1+1i= V264 also wy = 21/0eim/12 qp) = 91/06197/12 ) — 91/6i1Tn/12,

Beweisskizze fiir die Eulersche Formel

Der Beweis verlauft wie eine Zinseszinsrechnung mit dem ,,Zinssatz* ip. Wird ein Vektor
der Lénge 1 mit i multipliziert, so wird dieser Vektor dadurch um 90° gedreht und auf die
Linge ¢ gestaucht bzw. gestreckt. Somit erhalten wir z.B. 21 = 1 +ip, 2, = (14 %£)* und

zg = (14 %)4 wie in Abbildung . Im Grenziibergang z = lim z, = lim (1 + %)n = ¢
n—oo n—oo

erhdlt man einen Kreisbogen mit Bogenldnge ¢. Somit gilt

z =cosp+ising = e’

Die Eulersche Formel zeigt, wie wichtig die Exponentialfunktion ist. Mit ihr kann man z. B.
auch die Ableitungen von Sinus und Kosinus bestimmen.
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21 =1+4ip Zz =(1+ %)2 24 =(1+ %)4

sl

Abbildung 2.2: Skizze zum Beweis der Eulerschen Formel

Beispiel 2.17. Sei 2z = a + ib = re'? = r(cos ¢ + isin ). Dann gilt Z = re™* und somit
z2+z=2a=2rcosp und z—Zz=2b=2irsingp,

also ist

cos p = % (ei‘P + e’w) und siny = % (ew — 671@) ’ (2.3)

und fiir die Ableitung gilt somit

(ie“" — ie’w) = % (—ew + e’w) = —singp

N | —

(cos ) = % (ew + e’w)/ =

Mit (2.3 kénnen wir die Sinus- und Kosinusfunktion auf komplexe Zahlen fortsetzen. So ist
z. B. sin(5i) = (e7® — €°)/(2¢) = isinh(5) ~ 74.2032i, also insbesondere | sin(5i)| & [—1, 1].

Beispiel 2.18 (Ein Additionstheorem fiir sin(z)?).

iz _ ,—ix 1 ) )
sin(z)? = (#) =-1 (e — 24 e7*") = = (1 — cos(2x))

N | —

Beispiel 2.19 (Uberlagerung von Schwingungen). Seien y;(t) = a; sin(wt + ;) und yo(t) =
as sin(wt + o). Dann ist

y1(t) + yo(t) = Im (ale(‘”H‘pl)i + age(“H“"Q)i) =Im (e““ (ale“m + age‘m)) )

Es ergibt sich also wieder eine reine Schwingung, deren Phase und Amplitude durch die
Addition komplexer Zahlen z; = ae'’ und 2z, = ase??* bestimmt ist.
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Kapitel 3

Funktionen einer (reellen) Variablen

3.1 Grundbegriffe

Definition 3.1. Eine reelle Funktion f einer reellen Variablen ist eine Vorschrift, die jedem
x € D(f) eine Zahl f(z) zuordnet. D(f) heiit Definitionsbereich und W (f) = {f(z) : « €
D(f)} heifit Wertebereich. Falls yo = f(x0), so heifit yo Bild von x¢ und zq (ein) Urbild von

Yo-
Beispiel 3.2.  (a) Die Funktion x — sinzx ist fir alle z € (—o0,00) erklért und hat (fiir
reelle Argumente) den Wertebereich [—1, 1].

(b) Die Funktion

0 z2¢Q
hat D(f) = (—o0,00) und W(f) = {0, 1}.

(c) Firr f(z) = (2* — 1)/(z = 1) ist D(f) =R\ {1} und W(f) =R\ {2}.

(d) Die Signumfunktion

f(:p):{l x € Q,

-1 2<0
sign(z) =¢0 =0
1 x>0

ist auf ganz R definiert und nimmt die Werte {—1,0,1} an.

Definition 3.3. Eine Funktion heifit eineindeutig oder injektiv, wenn es zu jedem y € W(f)
nur ein x € D(f) mit y = f(z) gibt. Die Funktion ¢ = f~!, die jedem Bild y das Urbild x
zuordnet, heifit Umkehrfunktion von f.

Eine Umkehrfunktion f~! existiert nur, wenn f eineindeutig ist. Dann gilt
fHf@) =2 wd f(f )=y

13
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Beispiel 3.4. Die Umkehrfunktionen von
{e”, tan x,sin x, sinh z, 2, 1 /z, sign(z)}
fiir geeignet eingeschréankte Definitionsbereiche sind

{lny, arctan y, arcsiny, arsinhy = In(y + /y> + 1), /y, —/¥, 1 /y, nicht definiert}.

Hintereinanderausfiihrung von Funktionen

Definition 3.5 (Verkettung). Sei g: X — Y und f: Y — Z. Dann heiit die Funktion h(x) =
f(g(x)) Verkettung (oder auch Komposition) von f und g. Wir schreiben h = f o g und sagen
,f nach ¢g“ Es gilt (f~'o f)(z) = .

Beispiel 3.6. Sei f(z) = e” und g(z) = 2. Dann ist (fog)(z) = €'/ und (go f)(z) = L =77,
d.h.; die Verkettung o ist i. Allg. nicht kommutativ.

fog
COHD  Fr A
ho h
fog

Abbildung 3.1: Hintereinanderausfithrung von Funktionen.

Sei w = h(f(g(x)). Dann gilt ho (fog) = (ho f) o g, vgl. Abbildung 3.1 Also ist die

Komposition assoziativ.

Monotonie (Wachstumsverhalten) von Funktionen

Definition 3.7. Eine Funktion f heit monoton wachsend (fallend) in einem Intervall I €
D(f), wenn fur beliebige z1, 29 € I mit x5 > zy gilt f(z2) > f(x1) (bzw. f(x2) < f(x1)).
Eine Funktion f wéchst streng monoton, falls xo > z1 = f(x2) > f(z1).

Satz 3.8. Streng monotone Funktionen sind eineindeutig, also umkehrbar. Die Umkehrfunk-
tion ist dann auch streng monoton (auf die gleiche Art).

Beweis. Sei f(x) streng monoton wachsend. Angenommen, es gibt 1 # xo mit f(z1) > f(x2).
O.B.d.A. ist 21 < 5. Mit der strengen Monotonie folgt f(x1) < f(x2), Widerspruch. ]

Beispiel 3.9. Die Funktionen f(x) = e* wichst streng monoton. Fiir f(z) = z? gilt das nur,
wenn x > 0 ist.

Satz 3.10. Sind f und g streng monoton, so ist auch f o g streng monoton.

Beweis. Ubung 0
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Abbildung 3.2: Funktion und Umkehrfunktion fiir e und z?

Graphen (von Funktionen)

Der Graph einer Funktion f ist die Menge der Paare
G(f) =A(z, f(z)) : x € D(f)}

Graphen konnen in der impliziten Form

G=A{(z,y): F(z,y) =0,z € X,y e Y}

?
gegeben sein. In der impliziten Form kann man leicht entscheiden, ob ein Punkt (z,y) € G
ist. Zum Zeichnen des Graphen ist die implizite Form weniger geeignet. Graphen koénnen
auch in Parameterdarstellung

G={(z,y):x=xz(t),y =y(t),t € I}, I Intervall,

gegeben sein.

(a) Eine Parabel {(z,y) : az*+ bz +c—y = 0} kann durch z(¢) = t und y(¢) = at* + bt + ¢
fir t € (—o0, 00) parametrisiert werden.

b

(b) Fiir eine FEllipse @ * mit den Halbachsen a und b, implizit beschrieben durch
{(z,y) : (z/a)* + (y/b)*> = 1}, erhilt man eine Parameterdarstellung x(t) = acost,
y(t) = bsint mit ¢ € [0, 27].

(c) Eine ‘liegende’ Parabel {(z,y) :  — y* = 0} lisst sich z. B. durch x(t) = 5, y(t) = 3

mit t € (—o0, 00) beschreiben.

(d) Fiir eine Gerade in der Ebene, {(z,y) : axr+by+c = 0} kann man einen Stellungsvektor
§und einen Richtungsvektor 7 bestimmen, so dass ¢- 7+ § fiir t € (—o0, o) alle Punkte
durchlauft.
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(e) Die Parameterdarstellung einer arithmetischen Spirale in Polarkoordinaten ist r(t) =
a-t, wobei r der Radius und ¢ der Winkel ist. In kartesischen Koordinaten wird daraus
x(t) =a-t-costund y(t) = a-t-sint.

(f) Die Zykloide ergibt sich als Rollkurve eines Kreises mit Radius 1 auf der z-Achse. Es
ist daher x(t) = ¢ — sint und y(¢) = 1 — cost, vgl. Abbildung 3.3

AN ) @B 90

2ma /4ma

-
C

Abbildung 3.3: Arithmetische Spirale und Zykloide

3.2 Polynome

Definition 3.11. Eine Funktion

p(z) = ag + a1x + agx® + - + a,z" = Zaixi
i=0

heifit Polynom in der Variablen x mit den Koeffizienten a;. Die Funktion z + 0 heif3t Nullpoly-
nom. Ist a, # 0, so hat p(x) den Grad n. Das Nullpolynom hat den Grad —oo.

Satz 3.12.
grad(p(z) - q(x)) = grad(p(z)) + grad(q(z))
Bewess.
(&nxn + .. .)(bm:[;m + .. ) — anbmxn+m + P
Und grad(0) = —o0o = —o0 — oo = grad(0) + grad(0). O

Satz 3.13 (Prinzip des Koeffizientenvergleiches). Zwei Polynome p(x) und q(x) sind genau
dann gleich, wenn sie gleichen Grad haben und alle Koeffizienten vor gleichen x-Potenzen
tibereinstimmen.

Beweis. Angenommen p(x) und ¢(x) sind nicht gleich. Dann gibt es h(x) = p(z) — q(z) =
SO et mit ¢ # 0. Aus lim, o h(2) /2% = ¢, folgt h(x) # 0. O
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Satz 3.14 (Fundamentalsatz der Algebra). Fin Polynom vom Gradn hat genau n Nullstellen
x;, die komplex sein konnen und es gilt die Produktdarstellung

p(x) = Zaixi =ap(r—z)(x —22) - (x — x,), x; €C.
i=0
Beispiel 3.15 (Abspalten von Nullstellen, Polynomdivision).
2%+ 32 4+ 92° + 2327 — 36 = (v — 1)(x +2)*(@* +9) = (x — 1)(z + 2)*(z — 3i)(z + 34)

Beispiel 3.16 (Interpolation). Gesucht ist die Parabel durch die drei Punkte {(1, 2), (3,4), (4,2)}.

—1_1/1 2 3 4\5
—2

1. Rechenweg: Beim Lagrange-Ansatz p(z) = a(z—3)(z—4)+b(x —1)(x —4) +c(x —1)(z—3)
kann man a,b und ¢ unabhéngig voneinander bestimmen. Aus p(1) = 2 ergibt sich a =
Weiter ist b = —2 und ¢ = % Multipliziert man aus, so ergibt sich p(z) = —2% + 5z — 2.

1
3

2. Rechenweg: Sei p(z) = ag + a1x + asx?. Aus den Interpolationsbedingungen p(z;) = y; er-
halten wir ein lineares Gleichungssystem, das wir mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren

a0+a1-1+a2-12:2
a0+a1~3+a2-32:4 a1-2+a2-8:2

losen: @+a-d+a-4=2 T a1 34a-15=0 7 43— —3

Somit ist ag = —2, a; = 5 und ay = —1.

3.3 Grenzwerte von Folgen und Funktionen

Definition 3.17. Eine Folge (z) hat den Grenzwert g, falls fiir jedes € > 0 ein N € N existiert,
so dass |z — g| < € fiir alle Folgenglieder xy mit & > N gilt. Man schreibt klim x, = ¢g. Fr
—00
Funktionen f(z) ist lim f(x) = g, falls fir jede Folge (x}) mit klirn Tp = o gilt klim flxy) =
T—x0 —00 —00

g. Ein rechtsseitiger Grenzwert xli_)rglo f(x) = g existiert, wenn fiir alle Folgen (z)) mit z) >

T>x0

gilt lim f(xx) = g.
k—o0

Definition 3.18 (Divergenz). Wéchst eine Folge () oder (—zy) tber jede Schranke, so sagt
man, (xy) divergiert und strebt gegen oo bzw. —oc.
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Satz 3.19 (Rechnen mit Grenzwerten). Sei (z,,) — x und (y,) — y und a € C. Dann gilt
(@0 +yn) = © +y, (axn) = az, (Tayn) = xy und, firy # 0, (Tn/y.) = =/y.

Beispiel 3.20. Warum sind +o0o und —oo keine ,vollwertigen* Zahlen? Fiir x,y € C gilt stets
x+y =y = x=0. Fiir co gilt das jedoch nicht, z. B. ist 3 + co = 0o, obwohl 3 # 0 ist.

Beispiel 3.21. (a) lim 85F2+2 — 9,

e
(b) lim, ;(z* —1)/(x — 1) = i;rqa: +1=2
(¢) lim,_,osin(1/z) existiert nicht, vgl. Skizze.
(d) lim,_,o arctan(x) = 7, vgl. Skizze.
(e) limy yoo VT + 1 — /T =lim, ,oo(z +1—2)/(Vo + 1+ /1) =0.
(f) lim, oo (1 +2/n)" = €.

(g) lim, ,olnz™2 = oo.

|y = arctan(z)

vl

1 1y = sin(1/a)

N

Abbildung 3.4: f(z) = sin(1/x) und f(z) = arctan(z)

3.4 Stetigkeit von Funktionen

Definition 3.22. Eine Funktion f heifit stetig im Punkt x, falls zu jedem e > 0 ein ¢ existiert,
mit

|f(x+h)— f(x)] <e firalle |h] <.
f heifit stetig im Intervall I, falls f in jedem Punkt aus [ stetig ist.

Satz 3.23. f ist stetig in x genau dann, wenn fir jede Folge (x,) — x auch lim f(z,) = f(z)

n—oo

qgilt.
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Beispiel 3.24.

1 im Iz
lim V23 = lim 3% = & dv% » =0 = 1.
T—r00 T—>r00
Dass lim % = ( ist, sieht man, wenn man y = In z setzt und dann mit Beispiel [1.5 lim £ =
x—oc0 y—o0 €

0 erhalt.

Stetige Funktionen haben keine Spriinge, da kleine Anderungen h von  moderate Anderun-
gen € von f(x + h) bewirken. In Abbildung sind unstetige Funktionen dargestellt.

1
1 z€Q
— — ol/z _ 2
-y 1o : \\ffe /EA{\Mﬂlm
2 2

— N \ (| ] |

[ 11 7 [ 11 i

0 -5 -101 5 -5 -101 5

Abbildung 3.5: Beispiele fiir unstetige Funktionen: f(x) ist tiberall unstetig, g(x) ist fir x = 0
einseitig unstetig, und h(z) hat einen Pol bei z = 0.

Satz 3.25. Seien f: R — R und g: R — R stetig. Dann sind auch die folgenden Funktionen
stetig:

f@) +g(x),  flx)-g(z), (fog)(x)
Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fur f(z)g(z). Es ist

[f(z+h)g(z+h) = f(x)g(z)]
= [f(z+h)g(z +h) = f(x)g(z + h) + f(x)g(z + h) = f(z)g(z)|
< |f@ 1) = @) gl + 1)+ glo -+ ) — g(a)] (o)
—0 da f stetig —0 da g stetig

Also gilt | f(z + h)g(xz + h) — f(z)g(x)| < € fir |h| < 0. O

Satz 3.26 (Bolzano). Sei f: I — R eine im Intervall I = [a,b] stetige Funktion mit f(a) <
f(b). Dann nimmt f jede Zahl y € [f(a), f(b)] als Wert an, d.h., es gibt x € [a,b] mit
flx) =y.

Der Satz von Bolzano ist die Grundlage fiir die Methode der Bisektion. Ist f(a)f(b) < 0, so
gibt es eine Nullstelle € [a,b] mit f(z) = 0. Durch fortgesetzte Intervallhalbierung kann
diese Nullstelle beliebig genau approximiert werden.

Beispiel 3.27. Sei f(x) = xlnz, finde z* mit f(2*) = 2. Dann f(1) = 0, f(3) = 3.29584,
£(2) = 1.38629, £(2.5) = 2.20073, (2.25) = 1.82459, f(2.37) = 2.05437 usw. fithrt schlieBlich
auf * = 2.34575.

Satz 3.28 (Minimum und Maximum). Fine auf einem beschrankten Intervall |a,b] stetige
Funktion nimmt Maximum und Minimum an.
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3.5 Ableitung einer Funktion

Definition 3.29. Der Grenzwert ]llin% (f(zo+h)—f(z0))/h heift, falls er existiert, erste Ableitung
—

von f an der Stelle xy. Man schreibt auch

h—0

df d
- —\ i

r=x0

Wenn der Grenzwert existiert, so heifit f an der Stelle xq differenzierbar.

Dabei ist w der Anstieg der Sekante durch (zg, f(xo)) und (zo + h, f(xo + h)). Im
Grenziibergang erhélt man die Tangente mit dem Anstieg f'(xo).

Beim ,Erfinden® des Ableitens schrieb Newton f (x), woraus spater (durch Lagrange) f'(x)
wurde. Von Leibniz stammt die Schreibweise df /dx mit den sogenannten Differentialen, siehe
auch ., Prioritatenstreit”, https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz}E27%80%93Newton_callculus_
controversy. Ein Punkt f(t) = C‘é (t) zeigt, dass nach der Zeit t abgeleitet wird. Gebréauch-
lich ist auch eine Operatorschreibweise 0, f(z).

Differenzierbare Funktionen sind stetig, da

lsy f(zy + ) = lim hf%*hg /@ ) (o) | = o)
—>f7?960)

ist. Die Umkehrung gilt nicht, z. B. hat f(z) = |z| keine Tangente in xy = 0.

Beispiel 3.30 (Ableitung der Exponentialfunktion). Sei f(z) = €* mit e = lim,, o (1+1/n)".
Mit der Substitution y = e" — 1 folgt

£/(0) = lim Gt NS R IO S ! —1
Chs0  h o yo0ln(y+1) yool ln(y +1)  y=0ln((14y)Yv) o
und weiter " .
d , , . eTTh—e” ep. € =1
¢ ~ @)=l =i o =

Beispiel 3.31. Durch Grenzwertbildung kénnen wir Ableitungsregeln herleiten:

h n __ N n h n—1 h2 o . n
(lﬂ)/ = lim (:B il ) v = lim T+ nne + ( ) x = ng" !
h—0 h P .
(const)’ = li CONSt|y—gon — CONSt|—yy .
h—0 h
Weiter ist
T
( t ) ! ( : )/ 1
arctan ) arcsinz) = ——
L+a? i


https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz%E2%80%93Newton_calculus_controversy
https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz%E2%80%93Newton_calculus_controversy
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Differentiationsregeln
Satz 3.32 (Differenzieren ist linear). Fir a,b € C gilt

(ay(z) + bz(x)) = ay'(z) + b2'(z).
Satz 3.33 (Produktregel). Fir Produkte gilt

(uwv) = v'v +uv'.

Beweis.
lim u(z + h)v(z + h) —u(z)v(z) _
h—0 h
h h) — h h) —
lim u(@ 4+ h)o(z + h) —u(z)v(z + h) + u(@)o(z + h) —u(z)o(r) —;
h—0 h
0
Satz 3.34 (Quotientenregel).
(E)l vy —
v/ w2
Beweis. Folgt aus (u- (1/v)) =4 - (1/v) +u - (1/v) und (1/v) = —v' /v, O

Satz 3.35 (Kettenregel).

ar _ dr dg
de  dgdx’
Damit folgt speziell (In g(x)) = ¢'(z)/g(z).

Satz 3.36 (Ableitung der Umkehrfunktion).
(f @) =1/f(f (=)

Beweis. Differenzieren von x = f(f~!(z)) liefert mit der Kettenregel 1 = f'(f~(z))(f~(z)).
O

Beispiel 3.37. Wir bestimmen die Ableitungen einiger Umkehrfunktionen:

fl@)=e" [z)=¢", [(z)=In (Inz) =1/(e"") =1/z
fla) =2 fl(z)=22, f(x)= (Vo) =1/(2Vx)
f(z) =tanz, f'(z)=1+tan’z, f'(z)=arctanz

1

= (arctan ) = =1/(1+2?
(arctan z) 1 + tan?(arctan z) /(L+a7)

r =
r =




22 KAPITEL 3. FUNKTIONEN EINER (REELLEN) VARIABLEN
Tangentenapproximation f(x 4+ h) = f(x) + hf'(x)

Aus der Definition der Ableitung limy,_,o w = f'(z) folgt durch Umstellen

lim = (F(z 4 h) () ~ bf'(x)) = 0,

S/

Ry (n)

also
flx+h)= f(x)+ hf'(x) +hRs(h) (3.1)

mit limy,_,q R(h) = 0. Das kann man so interpretieren: Die Tangente f(x) + hf'(z) approx-
imiert fir kleine h die Funktion f(z + h), siehe Skizze. Man sagt auch, die Funktion f(z+ h)
verhalt sich in erster Niherung wie f(z)+ hf'(x). Die Funktion R¢(h) heifit Restglied.

Beweis der Kettenregel. Mit Gleichung (3.1) kénnen wir nun die Kettenregel beweisen. Zu
zeigen ist f(g(x)) = f'(g(x)) - ¢'(z). Aus (3.1)) erhalten wir

g(x +h) = g(x) + hg'(x) + hRy(h)
fly+ k)= fly) +Ef'(y) + kR (k).

Setzt man nun y = g(x) und k = hg'(z) + hR,(h), so ergibt sich

flglz +n)) = fg(z) + k) = f(g(z)) + (hg'(z) + hRg(h)) f(g(x))+
(hg'(x) + hRy(h)) Ry (k)
= [(9(x)) + hg'(2) ' (9(x)) + h(Re(h) ['(9(x)) + g'(x) Ry (k) + Ry(h) Ry (k)

-~

=:Rjfoq4(h)

Berechnung von Grenzwerten der Form g und 2

Satz 3.38 (Regel von Bernoulli/I’'Héspital). Sei lim f(x) =0 und lim g(z) = 0. Dann gilt

T—T0 Tr—xT0

f@) 1)

1 N )

s glz) v g(@)

falls der zweite Grenzwert existiert.

Beweis. Die Behauptung folgt aus (3.1]) durch Einsetzen:

lim M — lim M — lim f(xo) + hf’(xo) + hRf(h) B f’(ﬂﬁo)

a=wo g(x) b0 g(xo +h)  h=0 g(wo) + hy'(20) + hRy(R) — g'(w0)

9

falls ¢'(xo) # 0. O
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Bemerkung 3.39. (i) Falls auch lim f’(z) = lim, ., ¢'(x) = 0 ist, so kann man die Regel

T—T0
zweimal anwenden, d. h., dann gilt

lim M — lim f/(.ilﬁ) — lim f”(l‘)

x—x0 g($) T—x g’(x) x—x g”(gp)'

(ii) Die Regel kann analog auch fiir lim f(z) = foo und lim g(z) = oo angewandt

T—IQ T—T0
werden.

(iii) Andere unbestimmte Ausdriicke, wie 000 oder 0o — 0o, kann man umformen zu 2 oder
o

oo’

(iv) Man beachte, dass man zuerst priifen muss, ob wirklich ein unbestimmter Ausdruck
vorliegt, da sonst die Regel nicht gilt. Z. B. ist

2 2 2x) 2 1
im =2 — —, aber flir die abgeleiteten Groflen gilt (22) == =-.
a—1322 3 (322)|,., 6 3
Beispiel 3.40.
(a) lim sinz - (sinz)’ _ cosx _q
=0 X z—0 1 lz=0
2 2 2
(b)  lim 2% = lim T lim 2 = lim — =0
T—00 z—oo et z—o00 €T z—oo %
—1/z2
| N masy 2 I
(c) Jg%ln(lw)x—g& T T s = im e =

Aus (c) folgt limg, o0 (1 + 2)* = limy 0o eln(+)z — o1

3.6 Kurvendiskussion

Bei der Kurvendiskussion untersuchen wir fiir eine gegebene reelle Funktion f(z) den Def-
initionsbereich D(f), den Wertebereich W (f), das Verhalten am Rand (Grenzwerte), die
Monotonie, die lokalen Extrema, die Nullstellen und die Konvexitét.

Satz 3.41 (Monotonie). Sei f(x) differenzierbar im Intervall [a,b]. Ist f'(x) > 0 fir alle
x € [a,b], so wdchst f streng monoton.

Beweis. Mit dem Hauptsatz der Integralrechnung, siehe Selten f x9) = f(x1)+ f * f(z) dx >
f(.CCl) fur To > X71. ]

Satz 3.42 (Notwendiges Kriterium, Satz von Fermat). Besitzt die differenzierbare Funktion
f ein lokales Extremum im Punkt xq, so gilt f'(xq) = 0.
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Beweis. (fir Minimum) Sei f(x¢) ein lokales Minimum. Dann ist f(zo+h) > f(zo) fiir kleine
h. Also ist

f(zo +h) — f(zo)

lim >0 und lim f(wo + 1) — f(wo) <0,
h—0 h h—0 h
h>0 h<0
und somit ist f'(xg) > 0 und f'(zo) <0, also f'(xy) = 0. N

Beispiel 3.43.  « Fiir f(z) = 2? — 2z = x(x — 2) ist 7y = 1 ein kritischer Punkt (hier ein
Minimum) mit f’(1) = 0.

o Fiir f(z) = 23 ist xg = 0 ein kritischer Punkt, allerdings hat f dort kein Extremum,
sondern einen Wendepunkt.

Satz 3.44 (Hinreichendes Kriterium fiir ein Extremum). Sei f'(zo) = 0. Ist f"(x¢) > 0, so
hat f in xqo ein lokales Minimum. Ist f"(xq) < 0 hat f in x¢ ein lokales Mazimum.

Verschwindet auch die zweite Ableitung in xj, so muss man hoéhere Ableitungen von f
auswerten. Angenommen, die ersten k& — 1 Ableitungen von f sind null und f®)(zq) # 0.
Dann sind drei Félle zu unterscheiden:

(i) k ist ungerade: z ist ein Wendepunkt (z.B. f(z) = 2° in 2 = 0)

(ii) k ist gerade und f%*)(zq) > 0: 2 ist Minimum (z.B. f(z) = 2* in 25 = 0)
(iii) k ist gerade und f*)(zg) < 0: gy ist Maximum (z. B. f(z) = —2% in 2y = 0)

Definition 3.45. Eine Funktion f heifit konvex, wenn beliebige Sekanten ,oberhalb von f*
verlaufen, also

flazg + (1 —a)ry) < af(xe) + (1 —a)f(x1)
gilt fir beliebige a € [0, 1], vergleiche Abbildung [3.6]

af(zo) + (1 —a)f(z1) z1, flz
< (x4, f(21))
(zo, f(20)) f(z)

T~
flazg+ (1 — a)xy)

Abbildung 3.6: Die Funktion f(z) ist konvex.

Satz 3.46. Ist [ konver und zweimal differenzierbar im Intervall |a,b], so wachst f'(z)
monoton und es gilt f"(x) >0 fir z € [a,b].
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Der Definitionsbereich ist D(f) = {z : x > 0}. Am linken Rand hat f den Grenzwert

Beispiel 3.47.  (a) Wir untersuchen die Funktion f(z) = zInx.

| 1
iz lne = lim 7 = i 7
z—0 z—0 1/x z—0 —1/1:2

Die Funktion hat eine Nullstelle bei z = 1. Die erste Ableitung ist f'(x) = Inx+1. f hat
daher ein lokales Minimum bei zo = ¢! mit f(1/e) = —1/e. Es gilt f"(z) =1/ > 0
fir > 0. Daher ist die Funktion konvex. Der Wertebereich ist W(f) = [—1/e, 00).

(b) Sei H,(t) = 1/(1 4+ t™™) mit D(H,) = (0,00) die Hill-Funktion mit dem Exponenten
n > 0. Dann ist H,(t) = nt™""'/(1+¢t™™)* > 0, d. h., H,(t) wichst streng monoton von
ling H,(t) = 0 auf tlim H,(t) = 1. Bei t = 1 erreicht H,(t) den halben Maximalwert,
— —00

H,(1) = 1/2.

(¢) Das Morsepotential ist gegeben durch V(1) = E-(1 — e‘“(”_TO))Q, wobei F die Bindungsen-
ergie und ro der Gleichgewichtsabstand fiir ein zweiatomiges Molekiil ist (vgl. Wikipedia).
Der Definitionsbereich ist D(r) = {r : r € R,r > 0} (da Absténde aus physikalischen
Griinden positiv sind). Fiir r — oo ist lim, . V(r) = E. Aus 1 = e~ erhalten wir
die (doppelte) Nullstelle r = ro. Ableiten liefert V'(r) = 2E - (1 — e~*=70))(ge=a("=70)),
also ist r = 7y ein kritischer Punkt. Aus V" (r) = 2E - e~%r—0)g2e=a(r—m0) 1 2B . (1 —
e~ar=ro))g2e=alr=r0) folgt V"(rq) = 2Ea® > 0, folglich hat das Potential in r = 7,
ein lokales Minimum. Der Wertebereich von V ist W(V) = [0,1) U [0, E - (1 — e®™)?].
Abbildung zeigt das Morsepotential fir £ =1, rp =1 und a = % und a = 1.

2 o
I

N—= =

Abbildung 3.7: Morsepotential V (r) = (1 — e~*("=1))2


http://de.wikipedia.org/wiki/Morse-Potential
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3.7 Entwickeln von Funktionen in Taylorreihen

Wir verwenden im folgenden bereits Integrale, die im nachsten Abschnitt eingefiihrt werden,
weil Differential- und Integralrechnung eng miteinander verwoben und daher schlecht getrennt
behandelbar sind.

Beispiel 3.48. Was ergibt sich, wenn man 1 n-mal integriert? An

1 1 1 1 1
Ldh=h hdh = =h? ~h*dh = =h’ /—h3dh——h4
/ ’ / 27 /2 3 3! 47

erkennt man die allgemeine Form, %h” mit n!=1-2-3---n.

Lemma 3.49 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei g(z) stetig in [a, b] und I = fab g(x)dx.
Dann gibt es ein & € [a,b] mit (b —a)g(§) = I.

Beweis. Da g(t) stetig ist, nimmt es nach Satz Minimum g(¢) und Maximum ¢(%) fiir
t,t € [a,b] an, d.h., es gilt g(t) < g(t) < g(¢) fir alle ¢t € [a, ).

Setze F(t) = f;g(x) — g(t) dx. Da F(t) stetig ist und F(¢) < 0 und F(t) > 0, hat F(¢) eine
Nullstelle £ zwischen ¢ und ¢ und es gilt

b
/ g(x)dr = (b—a)g(§) firein &€ [a,b].
]

Satz 3.50 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f(z) in [a,b] differenzierbar. Dann
gibt es ein & € [a,b] mit

f(b) = fla) = (b—a)f'(¢)
Beweis. Die Behauptung ergibt sich, wenn wir auf den Hauptsatz der Integralrechnung

b
1)~ ) = [ ras 32
den Mittelwertsatz der Integralrechnung mit ¢(t) := f’(¢) anwenden. O

Satz 3.51 (Taylorentwicklung). Sei f(t) firt € [x,z + h] (n + 1)-mal differenzierbar, dann
gibt es ein & € [z, x + h| mit

1

" 1 n n
3!h3f (@) 4+ —h £ () +

1 n n
AL ()

Fle+h) = (@) +hf (@) + 512 ) + e
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Beweis. Fir n = 0 ist das der Mittelwertsatz. Fir n =1 gilt

flx+h) = / F(ty) dt

z+h t1
:f(m)—i—/ (f’(m)—l—/ f”(tQ)dtQ) dt, (3.3)
—f@+ [ @+ 6 - o) dn
= f(&) + hf'() + (€.

Fiir n > 1 wendet man (3.2) in (3.3) wiederholt an, d.h., man ersetzt f”(t5) durch f”(z) +
ftz 1" (ts3) dts usw. O

Das Polynom T,,(h) := f(z)+hf'(z)+ 2R3 f"(x) + 513 " () +- - -+ Lh" ) () heiBt Taylor-

polynom an f(x) an der Stelle  vom Grad n. Der Term ﬁh(”“)f("ﬂ)(f) heifit Restglied

)(€) = 0, z. B., wenn alle Ableitungen beschréinkt sind,
so konvergiert die Taylorreihe > e ) Lh* f*)(z) an der Stelle z (fiir dieses h).

von Lagrange. Gilt T}l—>120 (nil)'

Ersetzt man in Satz formal x durch xg und h durch x — xq, so ergibt sich die dquivalente
Form der Taylorentwicklung

1

e ), €€ o)

Flo) = 37 2o — w0 o) +

k=0

Beispiel 3.52 (Taylorreihen).

(i) Alle Ableitungen von e” an der Stelle 2y = 0 sind 1, also ist

siehe auch Beispiel [I.5] Diese Reihe konvergiert fir jedes € C. Definiert man den
Operator hD durch (hD) - f := hf'(z), so lasst sich jede Taylorreihe sehr kompakt als
f(x+ h) = (e"P) - f schreiben.

(ii) Fir f(z) = sin(z) ist f/(0) = 1, f"(0) = 0, f(0) = —1, f*(0) = 0, usw. Somit ist

2 Al
S TRk s
und analog
2?2 2t 2% a8
cosr=1——+———+ - +-

2041 6! 8l

Beide Reihen konvergieren fiir alle x € C.
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(i) f(z) = = Mit f/(z) = (1 —2)72, f"(z) =201 —2)73, ., f™(z) = nl(1 — )~
folgt .

1—=z

=1+ax+a2*+2°+2"+ .- (geometrische Reihe)

Die geometrische Reihe konvergiert fir |z| < 1, und sie divergiert fir |z| > 1.
Fiir die endliche geometrische Summe ergibt sich (Ubungsaufgabe)

n 1 — xn—l—l

Zxk: l+ax+a?+2°+2'+ "= —"—

1—=x
k=0

iv) Integriert man 1/(1 +x) = > 7 (=1)* - 2* gliedweise, erhilt man
k=0

B > (_1)kxk+1 B o (_1>k+1xk )

ln(l—i_w)—zk——l—l— T fur ’.Cﬁ‘ < 1,
k=0 k=1

und speziell In(2) =1 -4+ 3 — 143 — ¢+ £ —.... Diese Reihe konvergiert sehr

langsam, da das Argument nicht in der Ndhe des Entwicklungspunkt 1 liegt. Nutzt

man die Identitédt In(2) = In(4/3) — In(2/3) so erhélt man

(2) = (_112k+1 <(%)k_ (_%)k> -2 3 oy

k=1 k ungerade
(v) Integriert man 1/(1 +2%) =1 — 2%+ 2? — 25 4+ 2% — - - gliedweise, so ergibt sich die
Reihe
R R L
arctan(z) =2 — — + — — —+ — — -+ fir |z <1

3 5 7 9

Damit kann man 7 = 4 arctan(1) berechnen.

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe. Taylorreihen sind Potenzreihen, die formal
iiber eine unendliche Summe P(x) = Y 7o ar(r — x0)* eingefiihrt werden. Dabei heifit z
Entwicklungspunkt. Im Falle einer Taylorreihe (entwickelt in xq) gilt a, = f*)(x0)/k!. Eine
wichtige Frage ist, fir welche x die Funktion P(x) endlich ist.

Satz 3.53 (Quotientenkriterium). Klingen die Koeffizienten einer Potenzreihe P(x) = > o ap(z—
x0)* mit

y |ax|
1m =
k=00 |41

ab, so ist P(x) fir alle x mit |x —xo| < r endlich. Dabei heifst r Konvergenzradius der Reihe.
Beweis. Sei h = (x — xy) mit |h| < r. Dann ist

1
1—1|hl/r

P(x) <) lah*| < C> ’TL <C
k=0 k=0
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Satz 3.54 (Wurzelkriterium). Die Potenzreihe konvergiert fir |x — xo| < r mit

1
re=——
lim sup ¥/ |ay|
k—o00
Beweis. Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Wurzelkriterium. ]

Bemerkung 3.55. (i) Das Wurzelkriterium ist scharfer als das Quotientenkriterium.

(ii) Eine Potenzreihe divergiert, wenn |x — xo| > r ist. Fiir |z — x| = r liefern Quotienten-
und Wurzelkriterium keine Aussage.

3.8 Berechnung von Nullstellen mit dem Newton-Ver-
fahren

Oft ist es nicht moglich, Gleichungen f(z) = 0 nach x umzustellen. Man versucht dann, ausge-
hend von einer Anfangsnédherung z, eine Folge von immer besseren Naherungslosungen zj, zu
finden. Dazu kann man in dem Nullstellenproblem f(x) = 0 die Funktion f durch ihre Taylor-
reihe ersetzen und diese nach dem zweiten Glied abbrechen. Man erhélt das approximierende
Problem f(x) ~ f(zo) + (x — o) f'(x0) = 0 und durch Umstellen z — zy = —f(xo)/ f'(z0)
(Skizze). Daraus ergibt sich die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens

f(zy)

T )

Beispiel 3.56 (Berechnung von +/a, Heron-Verfahren). Wir 16sen f(z) = z* —a = 0. Mit
f'(x) = 2x erhalten wir

ri—a 1 a
Tht1 = Tk — S =5 $k+$_k .

Mit @ = 2 und zg = 1 erhalt man die Folge x1 = 1.5, x5 = 1.4166666, r3 = 1.41421568627,
xq = 1.41421356237468, x5 = 1.4142135623730949. Die Anzahl der korrekten Ziffern verdop-
pelt sich (in diesem Beispiel und typischerweise bei einfachen Nullstellen) in jedem Schritt.

3.9 Integralrechnung fiir Funktionen in einer reellen
Variablen

Definition 3.57. Sei f(x) eine stiickweise stetige Funktion. Dann heifit der Grenzwert

n—1

JE&Z fla+kh)h, h=(b—a)/n
k=0

bestimmites Integral und wird geschrieben als fj f(z)dx.


http://de.wikipedia.org/wiki/Wurzelkriterium
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Fiir bestimmte Integrale gelten die folgenden Rechenregeln:

/ab(ozf(x)Jrﬂg(as)) d:v:a/abf(a:)derﬁ/abg(x)dx

(ii) Intervalladditivitét:
b c c
x) dx x)dx = x) dx
[ 1w+ [ s@de= [ s

(i) 7 f(z)de = — [* f(z)dx

Definition 3.58 (Stammfunktion oder unbestimmtes Integral). Sei f(z) gegeben. Eine Funk-
tion F'(z) mit F'(z) = f(z) heiBt unbestimmtes Integral oder Stammfunktion von f(x).

(i) Linearitat:

Satz 3.59. Sei F(x) eine Stammfunktion zu f(z). (i) Dann ist auch F(z)+ C eine Stamm-
funktion. (ii) Sei auch G(x) eine Stammfunktion. Dann gilt G(z) = F(x) + C.

Beweis. (i) (F(z)+ C) = f(z). (ii) (G(x) — F(x)) =0, also ist G(x) — F(z) konstant. [

Satz 3.60 (Hauptsatz der Integralrechnung). Sei f(x) eine integrierbare Funktion und sei
F(z) eine Stammfunktion von f(x). Dann gilt

b
| #a)dz =P = FO) - Fla).

Beweis. Setze G(z) := [ f(t) dt und bestimme G'(z). Mit der Intervalladditivitét gilt
. Glz+h) —Gx) . 1 [t B
S T A

Somit ist G(x) eine Stammfunktion. Aus (F(x) — G( )) = O folgt Welter F( )=G(z)+C
und schlieflich F(b) — F(a) = (G(b) + C) — (G(a) + f f(z O

Einige Grundintegrale (Beweis jeweils durch Ableiten):

Jatde = —ga" ! 4 C fiir n # —1 [ e de = arctanz + C

[1/zdz =In|z|+C | = dx = arcsinz + C

fewde =2+ C a0 f\/lfr?dx:arsinhx—i—C
sinzdr = —cosz + C 'z

J [ £ dr = n|f(2)] + C

[ coszdr =sinz + C

Beispiel 3.61.

1 2 1
/ ’ dx:—/ ‘ dx:§ln|x2+1|—|—C’:1n\/x2—|—1+C’

241 2 ) x2+1
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Durch Umkehrung der Kettenregel erhalt man die Substitutionsregel

/f dx—/f t)ydt mit x = p(t).

(3.4)

Beweis. Sei f(x) = F'(x). Integrieren wir die Kettenregel LF(x(t )) ( ( ))2’(t) unbes-

timmt iiber dt, so ergibt sich nach dem Hauptsatz F'(x f fa( dt+C.

Beispiel 3.62. In [ sin(3z — 4) da setzen wir ¢ = 3z — 4 und do = dt.
: .1 1 1
/sm(Bx —4)dx = /smtg dt = —3 cost+ C = —3 cos(3x —4) + C
Analog, mit t =2x + 1, dx = %dt,

/mdx:/ﬁ%dt:

1 3

Im dritten Beispiel ist ¢ = \/5, also dx = 2t dt

/x+f

Satz 3.63 (Partielle Integration). Seien u/'(z) und v(z) zwei Funktionen. Dann gilt

/u/vd:z::uv—/uv/dx.

Beweis. Produktregel umstellen und integrieren.

Beispiel 3.64.
/xe“da::mex—/e‘”dx:(a:—l)ex—l—C’
1
/lnxdx:/1-1nxdm:xlnx—/aj—da:::clnx—x+0
x

oder alternativ mit Substitution ¢ = In x:

/lnxdx:/tetdt: t—1e'+C=(nz—1)x+C
/emsinxdx—e’”sinx—/excosxdx—ewsinm—e“cosx—/e‘”sinxdx

1
= /em sinxdr = 3 (e*(sinx —cosz)) + C
alternativ iiber komplexe Zahlen

A 1 1
/exsinxdlem/ex(lﬂ)dx:Im1_|_ Te 4+ C = 5(6x(Sinx—cosx))+C
1;2

2

S 2tdt = /—dt_21n1t+1|+c In|vz + 1 +C.

]
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Bemerkung 3.65. Die Integration von einfachen Funktionen kann schwierig sein; viele Funk-
tionen lassen sich gar nicht geschlossen integrieren, z.B. [ % dx oder [ e~ dz. Da diese
Integrale aber fiir manche Anwendungen sehr wichtig sind, fithrt man neue Funktionen ein,
die durch das Integral festgelegt werden (z.B. Stichworte ,Integralsinus“ und , Fehlerfunk-
tion*). 0O

Integration rationaler Funktionen
Integrale von rationalen Funktionen der Form [ p(x)/q(x) dx mit teilerfremden reellen Poly-
nomen p(z) und ¢(z) lassen sich stets geschlossen integrieren. Mit Hilfe von Polynomdivision

und Partialbruchzerlegung wird die Integration systematisch auf folgende fiinf Grundtypen
zurtickgefiithrt:

(i) / Polynom dz = Polynom

1
(ii)/ de=In|z—a|+C
r—a

1 1 1
(111) /mdl’——k_1<x_a)kl+c,k>l

. 2(z —a) _ a2
(1V)/mdx—ln|(x ) +b0 |+ C

1 1/b?
(V) /— dx = //— dx. Mit der Substitution ¢t = (x — a)/b und dx =
( 2 + b2 (

-9 5e)
1 1 1 —
bdt wird daraus 5 / m dt = 7 arctan (x_ba) + C.

Beispiel 3.66. Mit Computerhilfe erhalt man

/(ac5 4 a4 D)+ 4) (e — 1)) da =

320 100
r—1 (x—1)

1
50 (184 In (2 +4) + 250z —

(T
5 +382In(z — 1) — 101 tan <§)> .

Wie man sieht, entstehen viele Terme, die jedoch alle Grundtypen entsprechen. [

Den allgemeinen Fall reduziert man auf Grundtypen. Als erstes priift man, ob eine unecht
gebrochene Funktion mit grad(p) > grad(q) vorliegt. Wenn ja, so fithrt man eine Polynom-
division

M = Polynom + @
q() q(z)
mit grad(r) < grad(¢q) durch und rechnet dann mit ;Eig weiter. Fur die anschlieBende Par-

tialbruchzerlegung von % bestimmt man alle Nullstellen von ¢(x) = (z —x1) -+ - (x — x,,)
und unterscheidet dann die folgenden Félle:



3.9. INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN IN EINER REELLEN VARIABLEN33

(a) Sei a eine einfache Nullstelle von ¢(z), d.h., ¢(z) = (z — a)R(x) mit einem Rest R(x)

vom Grad n — 1. Dann gilt
pa) A B

mit eindeutig bestimmtem A und B(x).

(b) Sei a reelle und k-fache Nullstelle von ¢(x), d. h., ¢(x) = (x — a)*R(x). Dann sind die
Polynome A(x) und B(x) mit grad(A(z)) < k und grad(B(z)) = grad(p(z)) — k
po) AW B)
q(z)  (z—a)*  R(z)

eindeutig bestimmt.

(c) Sei a komplexe und einfache Nullstelle von ¢(x). Dann ist auch a Nullstelle von ¢(z)
(Beweis: Es gilt ¢(Re(a) +iIm(a)) = ¢(Re(a) — i¢Im(a)) = 0). Also ist ¢(x) = (x —
a)(x —a)R(x) = (% + Ciz + Cy)R(x) mit C; = —2Re(a) und Cy = |a|*. Der Ansatz
fiir die Partialbruchzerlegung ist nun

plr) Az +B B(x)
o) - P2+ Crt G R@)

(d) Sei a komplexe und k-fache Nullstelle von ¢(z). Das fithrt auf

) A B(x)
q(z) (224 Cix+Co)*  R(z)

mit grad(A(z)) < 2k.

Die Fille (¢) und (d) kénnen alternativ wie (a) und (b), nur mit komplexen Zahlen, behandelt
werden. So ist z. B.

1 l 1 1 { . .
/$2+1dx_§/(x+i_$—i) dx—é(ln(x—i—z)—1n(x—@))+0—arctan(m)+0.

Satz 3.67 (Existenz der Partialbruchzerlegung, Abspalten einer k-fachen Nullstelle). Sei
p(z)/q(x) echt gebrochen, p(z) und q(x) teilerfremd und a eine k-fache (k > 1) reelle oder
komplexe Nullstelle von q(x). Dann gibt es ein A € C und Polynome P(z) und Q(x) mit

pz) A P(x)
@) @—arF Q)

mit grad(Q(x)) < grad(q(z)).
Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢(z) = (x — a)*r(x) mit r(a) # 0. Somit gilt

p) __ ple) _ pla)fr(a)  plz) —r(z)pa)/r(a)

qz)  (z—a)r(z) (z-a) (x —a)fr(z) -
Da der Zéhler des zweiten Summanden fiir = a verschwindet, kann (z — a) mindestens
einmal gekiirzt werden. Mit A = p(a)/r(a) folgt die Behauptung. O
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Mit Hilfe dieses konstruktiven Beweises konnen wir Partialbruchzerlegungen ausrechnen.
Beispiel 3.68 (einfache, reelle Nullstelle).

T+ 2 B A . B (3.5)
(x—l—l)(x—l)_(:c—i-l) (x —1) ’
Dann ist 5 5
A= T :—1 und B = T :§.
(.flf— 1) r=—1 2 (QZ"— 1) =1 2

Beispiel 3.69 (doppelte Nullstelle). Aus dem Ansatz

1 A B
= + =
x

C
2(x+2) z+2 x

+

erhalt man durch Multiplikation mit x + 2 und Betrachten von x = —2

Durch Multiplikation mit z? findet man

=B+ 2C+2%(...),

T+ 2

also
1 1

1 1 Ly
=—, und C = = = —-.
r+2),_, 2 r+2/) |, (x4 2)?|,_, 4
Beispiel 3.70. Im folgenden Beispiel wird der Zahler auf die Grundtypen 4 und 5 aufgeteilt.

3w+1)—5 3 [ 2z+1) 1
/(x+1)2+1dx_5/(x+1)2+1dx_5/(x+1)2+1d$

3
= §ln\(:v—|— 1)? + 1| — 5arctan(x + 1) + C

B =

Bemerkung 3.71. Die Partialbruchzerlegung ist eindeutig. Sei f(x) = p(x)/q(z). Der Koef-
fizient von (z — a)~!, wenn a eine k-fache Nullstelle von ¢(x) ist, ist gerade

dl—l
T dal !

f(@)(@ — a1

r=a

Uneigentliche Integrale

Wir unterscheiden zwei Arten von uneigentlichen Integralen: zum einen Integrale, bei denen
Intervallgrenzen unendlich sind, z. B. die obere

/OO f(z)dx = bll)m bf(a:) dx,
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und zum anderen Integrale, bei denen der Integrand im Inneren des Integrationsgebietes
unbeschrankt ist, z. B. an einer Stelle £ (vgl. Skizze). Dann definiert man das Integral durch
den Grenzwert
b E—c b
/ f(z)dz = lim f(z)dz + f(z) da.
a e—0 a Ete

Man sagt, ein uneigentliches Integral ist konvergent, wenn der Grenzwert existiert und endlich
ist.

Beispiel 3.72.

00 b
/ l/xde = lim [ 1/xdr = limInb= oo
1 b—oo [y b—ro0
b

o 1
/ 1/2*dx = lim | 1/2%dr = lim —~2?
1 b—o0 1 2

b—oo

1 1 11t
/ 1/x2:21im/ 1/2% dr = 2lim ——
1 e—0 ¢ e—=0 & .

! YA . |
/O%dx—ll_{% 6 —xdx:11_1>%2\/5‘622

Es ist nicht immer leicht zu entscheiden, ob ein uneigentliches Integral existiert.

= 0

Beispiel 3.73 (Gammafunktion). Will man statistisch priifen, ob zwei normalverteilte Zufalls-
grofien den gleichen Erwartungswert haben (t-Test), so bendtigt man die Gamma-Funktion

['(z):= / t" et dt.
0

Fir = 1 erhalten wir I'(1) = [[“e™"dt = —e~*|)° = 1. Mit particller Integration kann x
um eins reduziert werden, es gilt

['(x) :/ t" et dt = —t" et 7+ (z — 1)/ t" et dt,
0 0
also
INz)=(x—1I'(x—1).

Mit dieser Rekursionsformel erhédlt man I'(x) = (z — 1)! fir x € N. Die Gammafunktion hat
viele interessante Figenschaften, z. B.

T

Fx)'(1—2)=

sinmx’

Daraus folgt I'(1) = /m. Mit Hilfe dieses Wertes konnen wir die Fléche

1 r 2
F(x) = E/ e 2 dt

unter der Gaufischen Glockenkurve fiir x+ — oo bestimmen.
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Aufgrund der Symmetrie ist

) =2 / UEEEE

00) = e~z dt.
0 vV 2T

Mit der Substitution t = /22 und dt = \/%dz folgt

2 [ '(3)
F(oo)——/ e_z( )dz / e il dy = 2L =1,
Var Jo V2 vz NG VT
Im Tafelwerk findet man die Werte von F(z) als Quantile der Normalverteilung. Z. B. ist
F(1) = 0.8413 und F(2) = 0.97725 (das bedeutet, dass bei normalverteilten Zufallsgrofien

weniger als 3% aller Realisierungen oberhalb der doppelten Standardabweichung vom Mit-
telwert entfernt liegen sollten, vgl. Skizze). O

o
57 (x) (4,6) va
(3,2)
B | (11\(21)90
q4 9
| Nt

Al 1z 2 3

Abbildung 3.8: Gammafunktion und Gauflsche Glockenkurve

Beispiel 3.74 (Divergenz der harmonischen Reihe). Sei H, =Y, ;1 =14+5+5+1+- -4+
Nach Abbildung [3.9]ist

"ol
Hn>/o x+1dx:1n(1+x)\g:1n(n+1),

also lim,,_,, H, = 00. Genauer: lim H,—In(n) = 0.577215... (Euler-Macheroni-Konstante).

n—oo

N

Sei S, = 1, % Dann ist S,, < 1+1/4+foO xl dx = 1.75. (ohne Beweis: lim,, ,o, S, = %)

Satz 3.75 (Riemannsche Vermutung). Sei ((z) = Y. = die Riemannsche Zetafunktion.
k=1
Dann gilt (i) ((z) = ] # und (ii) ((z) = 0= Re(z) = § oder z = —2k mit k € N.

p prim

Beweis. Teil (i) folgt mit der geometrischen Reihe und der Eindeutigkeit der Primfaktorzer-
legung. Aussage (ii) ist unbewiesen, obwohl das Problem bereits 1859 formuliert wurde. [
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4+1 1
H, > 1 de

0.5 1

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Abbildung 3.9: Die harmonische Reihe divergiert, weil flnH 1/x dx eine untere Schranke ist.

3.10 Numerische Berechnung von Integralen

Gesucht ist I = f; f(z)dzx. Léasst sich eine Stammfunktion F(z) finden, so gilt mit dem
Hauptsatz der Integralrechnung I = F(b) — F'(a). Alternativ kann I durch eine Quadratur-
formel approximiert werden. Im Folgenden ist h = (b — a)/n.

Trapezregel  Th = (b — a) (% fla)+ 5 f(b))

Trapezsumme T}, — g fla) + i hi(a+ hk) + g ()

Fassregel By = O = ka1+ af (s 5y + F)

Simpsonregel  F, Zl % (Flar) + 4f (ax + h/2) + flax+ 1)), ax—a+kh
=

Beispiel 3.76. Vergleich fol 1/(1 + 2*) dx = arctan(z)|j; = T mit Tabelle . O

Tabelle 3.1: Numerische Quadratur von fol 1/(1+ 2?) dx

Trapezregel Simpsonregel
Ti=i1+1)=3=07 Fr=:(1+4-2+1) =% =0.7833
T, =31 =0.775 Fy = £ = 0.7853921

T, = % = 0.782794 F, = 0.7853981256146

To = 0.78498149 Fip = 0.7853981632424

Thoo = 0.78539399673 Fioo = 0.785398163397448
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Bemerkung 3.77. Die Fehler fiir die Trapezsumme und Simpsonregel kann man abschéatzen:

b 2
(b_a)h "
dr —T,| < )
[ f@)de =T, < 5 max |(@)
b (b—a)h*
—F,| < —" @), O
) f@)de — by < ~—oo8 j?ﬁif]’f ()]

3.11 Anwendungen der Integralrechnung

Flachenberechnungen

(a) Flache zwischen zwei Kurven f(z) und g(x), Skizze, Schnittpunkte A und B berechnen
und dann F' = fab (f(x) — g(z)) dx berechnen

(b) Flache unter einer Kurve f(x) in Parameterdarstellung, y = y(t), 2 = x(¢) mit ¢ € [0, 7).
Mit Hilfe der Substitutionsregel erhalt man

/ab f(z)de = /OT y(t)i(t) dt.

Beispiel 3.78 (Flache unter der Zykloide). Mit © =t —sint, y = 1 — cost und #(t) =
1 — cost folgt

/ab y(x)de = /Ozﬂy(x(t))x'(t) dt = /0%(1 —cost)(1 — cost)dt

2w ) . 1 ‘
= (1 —2cost+cos’t) dt = t—2smt+§(costs1nt—|—t) =37
0 0

Dabei benutzen wir partielle Integration und 1 = cos?¢ + sin? ¢ fiir
/cosztdt = costsint + /sithdt = costsint + /(1 — cos” t) dt,

1
= /cos2tdt:§(t—|—costsint)—|—6’.

Alternativ kann man das Integral auch durch den Weg tiber die komplexen Zahlen
bestimmen, vgl. Beispiel 2.18] aus cos(t) = 1 (e + e~ ) folgt

/(cos(t))2 dt = %/ (% (e +e7) + 1) dt = % G sin(2t) + t) :

(¢) Flache von Funktionen in Polarkoordinaten. Die Fliche eines Kreissektors mit Radius
Rist F = 1(p2 — ¢1)R?. Grenzwertbildung liefert
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Beispiel 3.79. Flache einer arithmetischen Spirale. Es gilt r(¢) = ¢. Also ist

e
I
DN | —
o\,;
&)
)
AN
[N}
QL
AS)
Il
| —
AS)
w

Kurvenliangen

Ayz 2 b
— i )2 N2 — | . e ()2
L = lim E V(Az;)2 + (Ay;) nhm E 1+ ( SUZ) Ax; /a V1+y(x)?de

n—oo

In Parameterdarstellung ergibt sich

L:/O VO + g2 dt.

Abbildung 3.10: Berechnung von Kurvenlangen

Beispiel 3.80. (a) Kreis. Mit © = rcost, y = rsint, t € [0, 27] folgt

2m
L= / \/7"2(sin2t + cos?t) dt = 2rm
0

(b) Ellipse. Sei # = acost und y = bsint, t € [0, 27] mit a > b. Das Integral

27 27
L:/ \/asin2t+bcosztdt:/ \/(az—b2)81n2t+b2dt
0 0

ist ein sogenanntes elliptisches Integral und kann nicht geschlossen berechnet werden.

(c) Zykloide. Sei # =t —sint und y = 1 — cost. Die Lange der Zykloide fir ¢ € [0, 27 ist
dann

27 T T
L:/ \/(1—cost)2+sin2tdt:2/ \/2—2costdt:2-\/§/ \/1 — costdt.
0 0 0
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Mit der Substitution z = cost, also t = arccos z und dt = —1/+/1 — 22dz erhilt man

V1 - ! ) L[
L—2\/§/ Vi ; dz—z\/i/ (14+2) 2 dz = 222 (1 + 2)3| =2/2:2/2=38.
-1 - -1 -1

Volumenberechnung

Durch das Aufsummieren kreisférmiger Querschnitte erhalt man das Volumen eines Rotation-
skorpers. Fiir die Rotation um die x-Achse ergibt sich V = 7 f;y(x)2 dx und bei Rotation

um die y-Achse V = f;x(y)z dy, vgl. Abbildung [3.11

z

Abbildung 3.11: Eine Funktion y(z) rotiert um die z-Achse. Das Volumen ergibt sich durch
Summation von zylindrischen Scheiben der Breite dx. Es gilt V =7 fab y(z)*dz.

Beispiel 3.81. (a) Rotation der Parabel y = 22 + 1 um die y-Achse. Dann ist 22 =y — 1.
5 5 ;
V:ﬂ'/ xQdy:ﬂ/ (y—l)dy:ﬂ[yz/Z—y]l =8
1 1
(b) y = 2* + 1, Rotation um z-Achse.
1 1 )
V:/ 7r(x2+1)2dx:7r/ (z* +22° + 1) dmzﬂ[%x5+§x3+w]0: B

0 0

(c¢) Volumen einer Einheitskugel 1. Idee: 8 Oktanten:

1 pvVi—22
V:8/ V1—2x2—y?dydx
0o Jo

2. Idee: die Kugel entsteht durch Rotation einer Kreislinie um die z-Achse:

1
Ver [ - n o)) = e

1
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3.12 Losung einfacher Differentialgleichungen

Gegeben ist eine Gleichung, in der eine Funktion y(¢) zusammen mit ihrer Ableitung v'(t)
vorkommt. Dabei kann y(t) aus mehreren Komponenten bestehen, also ein Vektor sein.
Naturgesetze werden oft als Differentialgleichungen beschrieben.

Beispiel 3.82. (a) Feder. Federkraft ist —ky. Newtonsche Bewegungsgleichungen F' = ma(t)
mit a(t) = y”(t). Daraus erhalt man die Differentialgleichung des harmonischen Oszil-

lators
my"(t) = —ky(t). (3.6)

Die Losung ist y(t) = C; cos(wt) + Cysin(wt) mit w = \/%

NN\

AN

NN\

NN\

NN\ !

\ \ >

y(t)

Abbildung 3.12: Feder

(b) Mathematisches Pendel der Lange L. Skizze. Die wirkende Kraft ist F' = — sin(a)myg.
Man erhilt o” = —sin(«a)g/L. Fiir kleine Auslenkungen ist sin(a) =~ «, also o =
—ga/L.

(c) Logistisches Wachstum. Die GroBle y(t) einer Population (z. B. Bakterien) kann ndherungsweise
durch die logistische Differentialgleichung

y(t)

v =k-u0- (1-42)

beschrieben werden. Dabei ist k£ die Wachstumsrate und K die Sattigungskonzentration
K, vgl. Abbildung [3.13]

k
(d) Reaktionskinetik. Fir die chemische Reaktion 2A + B = A,B sei y1(t) = [4], yo(t) =

ko
[B] und y5(t) = [A2B]. Dann erhalten wir

Y = —2k1y1ys + 2koys
Yy = —k1yiye + kays
s = k1yiye — kays.

Im stationdren Zustand sind die Zeitableitungen null, und man erhalt das Massen-

wirkungsgesetz:
Y3 _ P
Yive ki
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Abbildung 3.13: Logistisches Wachstum

Trennung der Variablen

Differentialgleichungen in Produktform

kénnen durch Trennung der Variablen gelost werden. Dazu schreibt man y/(t) als dy/dt und

stellt formal um
dy

fy)

Integriert man diese Gleichung auf beiden Seiten unbestimmt, erhalt man einen impliziten
Ausdruck fir die Losung y, den man in einem zweiten Schritt anschlieBend nach y auflésen
kann. Wenn f(y) eine Nullstelle yo hat, ist y(t) = yo eine weitere Losung.

Beispiel 3.83. (a)
d 1
y’:—y:> —y:—/gdt

= a(t) dt.

t (]
Also ~
Inly|=—Int|+ C = y(t) = C/t,
mit C' = +eC.
Probe:

(5/t>' — OOt v

(b) Logistisches Wachstum. ¢’ =y - (1 — y/K)

/ﬁz/dm”

Mit der Partialbruchzerlegung
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und 0 < y < K erhalten wir

ln|y|—ln|K—y|:ln( Y ):t+C

Yy ~ K Cet

(¢) Wir suchen die Losung y(t) der Differentialgleichung

, 1=t
V=

Zuerst trennen wir die Variablen

1—¢2
/ydy=/ ; dt,

1 t?
éyzzlnt———{—C’.

2
Also ist y(t) = £1/2Int — 2 + C. Probe:

N/
(2lnt—t2—|—C’> _12%_2t£1_t2

Vot —2+C 2 Y ty

und dann integrieren wir

y'(t) =

N | —

Lineare, skalare Differentialgleichungen, y' = a(t)y(t) + b(t)

Lineare, inhomogene Probleme 16st man in zwei Schritten: Zuerst berechnet man die Losung
des homogenen Problems und verwendet diese dann anschliefend um eine spezielle Losung
des inhomogenen Problems zu finden. Die Losungsstruktur ist

allgemeine Losung spezielle Losung des : ”
’ - allgemeine Losung des
des inhomogenen | = |inhomogenen +
homogenen Problems
Problems Problems

Wir betrachten zunéchst die homogene Gleichung v, (¢) = a(t)y,(t). Mit y), = ‘%}‘ erhalt man
durch Trennung der Variablen die Gleichung

dyn

=al(t)dt
Yn ()

und anschlieflende Integration

In |yn (1)) = /a(t) dt + @,
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also ist yn(t) = Cexp([a(t)dt) allgemeine Losung des homogenen Problems mit C' =
+ exp(C). Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

y'(t) = a(t)y(t) + b(t).
suchen wir bei der ,Variation der Konstanten“ in der Form y(t) = C(t)yn(t). Wegen

y' (1) = C'(0)yn(t) + C(OYh(1) = al)y(t) +b(t), also C'(E)ya(t) = b(t).
erhélt man C(t) durch Integration
C(t) = / LGP

yn(1)
und eine spezielle Losung v, (t) des inhomogenen Problems. Die allgemeine Losung ist dann
y(t) = ysp(t) + yn(t).
Beispiel 3.84. (a) Differentialgleichung y' = y — t? + 2t: Die homogene Gleichung y, = yp,
hat die Losung vy, = ef, daher lautet der Ansatz

y(t) = C(t)e".

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

y =Clet +Ce' = Cel — 1242, also O = et (—t% + 2t).

C(t) = /e—'f(—t2 +2)dt =e 't + C
erhalten wir die Losung
y(t) = (e + C) el =t* + Ce'.
Zur Probe leiten wir ab und setzen ein:

Y =2+Cel =2+ Ce — 2+ 2
(b) Wir suchen die Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung
, 1
Yy = —;y+3t, t> 0.

Dabei sei zusétzlich ein Anfangswert y(1) = % vorgegeben. Die Losung der homogenen
Gleichung y;, = —%yh erhalten wir durch Trennung der Variablen

dyn
Yn

Variation der Konstanten liefert die Losung fiir das inhomogene Problem: Sei y =
C'(t)/t. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

, ¢t -C(t) C()

Yy =——"F75

1
> =3 = C't)y=3* = CHt)=t+C

Somit erhalten wir die Lésungsschar y(t) = (t* + C)1 fir C € R. Aus der An-
fangswertbedingung folgt nun 1+ C' = %, also C' = %

1 C
:—/gdt = Inly|=—-Int|+C = Yh =
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Abbildung 3.14: Losung der Differentialgleichung y' = —y/t + 3t

Beispiel 3.85 (Aufnahme und Abbau eines Arzneistoffs). Wir betrachten einen Arzneistoff,
der vom Magen A(t) ins Blut B(¢) aufgenommen und anschlieBend abgebaut wird. Der

Prozess A 3 B3 € wird durch das Differentialgleichungssystem
A'(t) = =k A(t)
B'(t) = —kyB(t) + k1 A(t)
C'(t) = ko B(t)
beschrieben. Als Anfangswerte wihlen wir A(0) = 1, B(0) = 0 und C(0) = 0. Die Konzen-

tration im Magen fillt exponentiell A(t) = e . Fiir die Bestimmung von B(t) verwenden
wir die Variation der Konstanten, also den Ansatz B(t) = K (t)e ", der auf

K'(t) = kyeth—kt
fithrt. Fiir ky # ko ist K(t) = ki/(ky — kp)ek2=F)t 1 K also

kl —k _
B(t) = ———— (e7Mt — e7k2t) |
(1) = 2 =)
Ist k1 = ko = k, erhalt man
B(t) = kte ™.
Der zweite Fall ergibt sich mit I’'Hospital auch durch einen Grenziibergang aus dem ersten,
denn d kit kat
— e~ 1t __ e~ 2
lim /22 (d ) _ fyte M,
ko—ky %(k‘g — k?l)

Beispiel 3.86 (Berechnung von Orthogonaltrajektorien). Zur Kurvenschar {y(z) = C/z :
C' € R} suchen wir eine Kurvenschar {uc(x) : C' € R}, so dass sich die Linien von y(x) und
u(z) stets in rechten Winkeln schneiden.

Aus y(z) = C/x folgt v/ (x) = —C/z*. Wegen C = y(x)x geniigt die erste Kurvenschar daher
der Differentialgleichung ' = —y/x. Damit u senkrecht auf y steht, muss ' = —1/y gelten,
d. h., die zweite Kurvenschar ist die Losung der Differentialgleichung v’ = x/u. Trennung
der Variablen liefert [wdu = [z dx, also u(z) = £va? + C.
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3.12.1 Fourier-Reihen

Definition 3.87. Eine 2mw-periodische Funktion der Form

+ Z ay, cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

%
2

heifit Fourier-Reihe.

Lemma 3.88. Setzt man -y = ao, Vi = (ak —ib) und y_ = %(ak +iby) fur k=1,2,...,
so erhalt man die aquivalente Darstellung einer Fourier-Reihe

o)
— E ,ykezkwt.

k=—o00

Definition 3.89. Fur eine (stiickweise) stetige Funktion f: [0, 7] — C heifit

t) — f: ,ykeikwt

k=—o00

mit w = 0207T/T und 7 = %fOT f(t)e=* dt, k € Z die Fourier-Reihe von f. Man schreibt

Satz 3.90. Die Fourier-Reihe einer Fourier-Reihe ist sie selbst.

Satz 3.91. Fir eine [0,T] periodische, ungerade Funktion gilt

t) = Z by sin(kwt)
k=1

mit by, = 7 fo ) sin(kwt) dt.

Beispiel 3.92. Fourier-Reihe fiir eine Sdgezahnfunktion

Beispiel 3.93. Fourier-Reihe fiir eine Rechteckschwingung
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Differential- und Integralrechnung fiir
Funktionen in mehreren Variablen

Beispiel 4.1.  (a) Temperatur T'(z,y, z) im Raum im Punkt (z,y,z), T: R® — RL.
(b) p(T,V)=nRT/V der Druck als Funktion von Temperatur und Volumen, p: R? — R’
(c) W(z,y) die Windrichtung im Punkt (z,y), W: R* — R

(d) ¥(z1,y1, 21, T2, Yo, 22, t) die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass sich ein Elektron e; in
(71,1, z1) und ein Elektron ey in (w9, 92, 22) zum Zeitpunkt ¢ befindet. 1: R” — [0, 1].

Wir kénnen allgemein Funktionen f: R™ — R™ betrachten, die n Variablen auf Vektoren der
Lange m abbilden, also f(z1,22,...,25) = (Y1, -, Ym)-

Beispiel 4.2. Funktionen f: R? — R! kénnen durch Konturbilder veranschaulicht werden:

(a) Oberharz, siche Abbildung [4.1]

(b) Die Funktion f(x,y) = 2% + y? ist ein Paraboloid, die Héhenlinien sind konzentrische
Kreise.

(c) Die Funktion f(z,y) = —x —y + 2 ist eine Ebene mit Stellungsvektor (1,1,0) und
Richtungsvektoren (1,0, —1) und (0,1, —1). Die Héhenlinien sind Geraden der Form
y = —x — h + 2. Eine Parameterdarstellung ist

1 1 0
E=11]1+s| 0 |+t 1
0 —1 -1

Eine implizite Darstellung ist * +y + z = 2.

47
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QF .il73%m14:54

Kleiner:
Brocken! (1018.4)

Hongsbo"
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Abbildung 4.1: Darstellung der Brockengegend, Bildschirmfoto von OsmAnd
osmand.netl

4.1 Partielle Ableitungen

Definition 4.3. Sei f : R® — R!. Dann heif3t

= — (x T x):limf(SL‘hl'Q»...,xk‘Fh,...,l‘n)—f($1,$2,...,xk,...,mn)
Ay’ U TE T T 50 A

[,

erste partielle Ableitung von f nach xy.
Beispiel 4.4. Sei f(x,y,z) = 2? + 3y — yz. Dann ist f, =2z, f, =3 — zund f, = —y.

Die partielle Ableitung f,, beschreibt den Anstieg von f in Richtung der x;-Achse. Kennt
man die Anstiege in Richtung der Koordinatenachsen, so kann man daraus auch Anstiege in
beliebiger (schréger) Richtung bestimmen.

Definition 4.5 (Richtungsableitung). Sei f(x,y) eine Funktion f: R*> — R und sei r =
(r1,79) € R? ein Vektor. Dann heifit der Grenzwert

of I f(@+hri,y+ hry) — f(z,y)
— := lim
or  h=0 h
Richtungsableitung von f in Richtung r. Es gilt:
of _of . of
ar oz ' 8yr2'

Im R"™ wird % analog definiert, und es gilt


http://osmand.net
http://osmand.net
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Beispiel 4.6. Fiir die Funktion u(z,y) = x%y + y* sei die Richtungsableitung im Punkt (1,1)
in Richtung (2, 1) zu bestimmen. Die ersten partiellen Ableitungen von u(x,y) sind

Uy = 22y und u, = 2 4 2y,

also ist

0
a—u:2xyr1+(x2+2y)r2:4+3:7.
-

Definition 4.7 (Gradient, Nabla-Operator). Der Gradient einer Funktion ist der Vektor der
ersten partiellen Ableitungen. Fiir f: R? — R man schreibt

of of\"
gradf(x,y)=<a—£,a—£) 7

und fiir f: R™ — R definiert man analog

T
gradf(xl,mg,---,xn):Vf(xl,flf%---,ﬂﬁn):(8f - af) :

Oxy Oxs’ 7 Oz,

Der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstieges, und er steht senkrecht auf den
Hohenlinien. Skizze. Beweis spater, mit Kettenregel.

Differenziert man erste partielle Ableitungen nochmals, so erhédlt man zweite Ableitungen.
Das Zeichen T heiBt Transponieren und soll andeuten, dass man sich den Vektor hier als
Spalte vorstellt, sieche Definition [5.21]

Beispiel 4.8. Sei f(x,y) = 2%y + ¢¥/*. Dann ist
fe =22y + Y/ (_—g)
T

— 1 1
- o (ZYN Z e (=
foy =22 + €Y <$2)x+€y ( ;132)

1
fy = 2+ eVt Z
x

_ (YN e (L
fyz—2x+ey$<x2>x+ey”’( m2)

Satz 4.9 (Satz von Hermann Amandus Schwarz). Fir (glatte) Funktionen f: R" — R sind
die gemischten Ableitungen unabhdngig von der Reihenfolge, in der abgeleitet wurde.

Es gilt also z. B. fuy = fye und frazy = frzya-
4.2 Extremwertaufgaben fiir f: R" — R!

Wiederholung fiir n = 1: Notwendig ist f'(z*) = 0, d. h. z* ist kritischer Punkt; gilt zusétzlich
f"(z*) < 0bzw. f"(z*) > 0soist z* ein Maximum bzw. Minimum (hinreichendes Kriterium).
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Satz 4.10 (Notwendiges Kriterium). Hat eine differenzierbare Funktion f: R"™ — R in ein

lokales Extremum in x* = (xf, x5, ..., 2%), so gilt

grad f(z*) = (0,...,0)".

Das hinreichende Kriterium ist komplizierter als im R!. Erstens, weil die zweiten Ableitungen
(z.B. fi, und f,,) unterschiedliche Vorzeichen haben konnen und zweitens, weil eine Funktion
auch entlang ,schriager Richtungen® anders gekriimmt sein kann als in Koordinatenrichtun-
gen. Dazu ein Beispiel.

Beispiel 4.11. Siehe Abbildung [4.2]

(a) Die Funktion f(z,y) = 22 —y?* hat im Punkt (x,y) = (0,0) einen Sattel. Es gilt f,, >0
und f,, < 0, weshalb der kritische Punkt (0,0) weder Maximum noch Minimum sein
kann.

(b) Die Funktion f(z,y) = ? + y* + bzy hat im Punkt (0,0) einen Sattel, obwohl f,, > 0
und f,, > 0 ist.

Satz 4.12 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema). Erfillt f: R? — R in einem Punkt
(z*,y*) die notwendige Bedingung grad(f) = (0,0)" und gilt zusdtzlich f..f,, — ﬁy > 0 mit
fez >0 (fex <0), so hat f in (z*,y*) ein lokales Minimum (Mazimum,).

Gilt fiir eine Funktion f: R™ — R mit grad(f)|,=.« = (0,...,0)T, dass alle Figenwerte der
Hesse-Matrix
fx11:1 fxle A fxlitn

H fﬁ?QCL’l fQTQIQ st fétgmn

fxnwl fxan et f-’l‘nwn

in x* das gleiche Vorzeichen haben, so hat f in x* ein lokales Extremum. Ist fop|p—er < 0,
so hat so handelt es sich dabei um ein Maximum, andernfalls um ein Minimum.

Die Begriffe ,Matrix“ und ,Eigenwerte® werden erst im zweiten Semester erklirt. Im R? ist

H = (fa:a: fxy) 7
fa:y fyy
und das Eigenwertkriterium ist gerade f, fyy — :?y > 0.
Beispiel 4.13. Sei f(z,y) = e~ @) (z +4?) +1/2, siche Abbildung . Leiten wir f partiell
nach x und y ab, so erhalten wir den Gradienten

fo= eI =20 — 22y?),  fy = =27 y(e 47 - 1),

Aus der notwendigen Bedingung f, = f, = 0 erhilt man vier kritische Punkte: (—+/2/2,0),
(v2/2,0), (1/2,—+v/2/2) und (1/2,1/2/2). Der erste Punkt ist ein lokales Minimum, der
zweite ein Sattel und die letzten beiden lokale Maxima.


http://de.wikipedia.org/wiki/Hesse-Matrix
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Abbildung 4.2: Konturlinien fiir f(z,y) = 2% — 3? (links) und g(z,y) = 2% + y? + bSay

(rechts). Im Koordinatenursprung ist jeweils ein Sattel.

vorliegt, obwohl g, > 0 und g,, > 0.

Abbildung 4.3: f(z,y) = e @) (x4+42)+1/2.

0.9

Man beachte bei g kein Minimum

05F ~ ~ ~ <

Y‘Y
'
vt
Il
N

S’(/)Q\\ \
‘/'Q\\\ Vo

,,,,,,

/////

P22 S T T O T S S U

- - k-
-05F < < < w o \\ A
< L LS / \\
K AN
b Co OO i
(R N~
ZZo
-15F P q
<<<<<< s 7/ NN
,,,,,,, ’, [N
2 I I I
-2 -15 -1 -0.5

Links: 3D Darstellung, rechts: Gradientenfeld



52 KAPITEL 4. DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG IM R"

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Die Methode geht auf Gauss zuriickt, der damit 1801 die Bahn von Ceres vorhersagte und
schlagartig beriithmt wurde.

Zu Messwerten (x;,;), ¢ = 1,2,...,n wollen wir eine Regressionsgerade y = ax + b finden,
die moglichst ,nah“ an den Punkten liegt, vgl. Abbildung [4.4l Wir setzen voraus, dass die x;
exakt sind und minimieren F(a,b) = 137" [(az; + b) — y;]>. Notwendig ist VF = 0, also

n

Z ((ax; +b) — y;) v = 0,

Z(awi +b) —y; =0.
i=1

Mit T =232, 7=2Y v, 7= 1Y 25 und 22 = 1 3" 2? erhélt man

a=7yg—7-7)/(22—7°) und b=7 — aT.

Abbildung 4.4: Finde Gerade, die die Summe der quadrierten vertikalen Abstande minimiert.

4.3 Die Kettenregel im R"”, Differenzieren impliziter Funk-
tionen

Beispiel 4.14. Sei f(u,v) = uv und g(z) = f(u(x),v(z)). Mit der Produktregel folgt ¢'(z) =

v (z)v(x) + u(z)v'(z).

Satz 4.15. Seiu = f(g1(z1,...,20), g2(x1, -, Zn), -, gm(x1, ..., ). Dann ist

ﬂ_ — Of Oy,
81’k

im1 dg; . 8901{
Fiir den Spezialfall f(g(x,y), h(z,y)) erhdlt man

df df
%:fg'g:c—i_fh'hx und d_y:fg'gy+fh'hy'
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Beweis. Wir betrachten nur den Spezialfall, der allgemeine Fall kann analog bewiesen werden.
Es gilt

Y i L (g + e, y) bl + €, 9)) = F(g(x,9), bz, 9)

dr e>0¢
= lim ~[F(g(x + €,9), Az + e,)) — Fo(,9), bz +e.1)
+ [(g(z,y), Mz +e,y) — fg(z,y), bz, y)] = [99: + frho-

O
Beispiel 4.16. (a) Anstieg einer Hohenlinie. Skizze.
@y@)=C=0 |2 ()
u(z,y(z)) —C = — (-
Y d
Uy +uy -y =0
Wir erhalten die Formel y'(z) = —u,/u, (Differenzieren impliziter Funktionen). Dazu

ein Beispiel. Sei u = €* + e¥ — 1. Welchen Anstieg hat die Funktion y(z) fir z = —1
und y = In(—e” + 1)[,= 17

1. Losungsweg: Auflosen und dann Ableiten. Wir erhalten y = In (—e” 4 1) und somit
y = /(=" + 1)

2. Losungsweg: Ableiten, dann Auflosen.

d
@ y@) _ 1 =0 - .
e’ +e dm<>
ety =0 =y = —e”/eY

[. Allg. ist der zweite Weg einfacher.

(b) Totale Ableitung. Spezialfall: uw = g(f(z), h(z)). Also hangt u nur von einer Variablen
x ab. Dann ist

d ag dg
=== =LKW (1),
' ap g, M@
(c) Fliachen im Raum. Sei F(z,y,z) = 0. Damit ist implizit z(z,y) definiert. Gesucht ist
nun % und %. Losung:
w y
d OF OF 0z
p— _F = — —_— ——
Wir erhalten % = —%—5 ‘Z,—I:. Analog fiir y, also g—z = —%—5 %—f.

(d) Kurven im Raum. Sei F'(z,y,z) = 0 und G(x,y,2) = 0, d. h. zwei Flidchen im Raum
schneiden sich. Die Schnittmenge ist i. Allg. eine Kurve. Also sind implizit y(x) und
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z(x) definiert. Gesucht: ¢ und 2. Mit der Kettenregel erhalten wir ein lineares Gle-
ichungssystem fiir 4/ und 2’

dF
dG
0= G s 6

Funktionen, die nur von einer Variablen abhangen, kann man durch Taylorpolynome approx-
imieren:

flz+Az) =~ f(z) + Azf'(z) +(Ax)? /2 f"(z) + . ..
Tar?grente

Analoges gilt auch fiir Funktionen in mehreren Variablen. Es ist

fle+Ar,y+ Ay) = [, y) + Axfolz,y) + Ayfy(z,y) + ... (4.1)

Tangentialebene

Fiir kleine Anderungen Az und Ay wird A f sehr genau durch Zuwachs in der Tangentialebene
[z - Az + f, - Ay angendhrt. Im Grenziibergang erhélt man das totale Differential

df = fy-dx+ f, - dy.

Beispiel 4.17. Sei p(T,V) = RT/V. Wie éndert sich p, wenn 7" und V geringflgig variiert

werden? Es gilt dp = g—g-dT+g—€-dV mit g—; = g und g—f} = —%.

4.4 Extrema unter Nebenbedingungen

Hat die Funktion f(z,y) ein Extremum unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0, so gilt H, = 0,
H,=0und Hy = 0 mit

H(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y).
Der Parameter A heifit Lagrangescher Multiplikator. Aus grad H = 0 kann man noch nicht
sicher schlieen, ob tatséchlich ein Extremum vorliegt und ob dieses dann ein Maximum oder

Minimum ist. Beweis:
g _(f:m fy) = )‘(gmgy)

) & 0= f,+ Agy grad, , \) H(z,y,\)
a/ g(z,y) =0 0=g(z,y)

(fa, fy) ist parallel zu (g, g,)
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Beispiel 4.18. Man bestimme die Extrema von f(z,y) = xy unter der Nebenbedingung
glz,y) = 2?22 +y* =1 =0.

2 [

N
L

H(z,y) =x-y+ANz*/22 +¢y* — 1)
erhalten wir das Gleichungssystem
OH

Losung: Mit

!
— = /2 =0
o Y+ Az/
OH
— =2+ N2y =0
y
OH 9 9 |
— =x‘/4 —1=0
oy L /4ty
Nach der ersten Gleichung ist y = —Az/2. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert = +

(—=Az/2)-2X =0 also 1 — A\? = 0. Somit ist A = +1. Aus der dritten Gleichung erhalten wir
nun 22/4 + (£1/2)> =1 =0, also 2?/2 =1, d. h. z = £v/2 und y = Fv/2/2.

4.5 Kurvenintegrale 1. Art (Bogenlingen)

1. Semester: Wie lang ist der Weg von A nach B? Antwort:

T
L= / | ds = / VIO Ly () d.
I':A—B 0

Angenommen, wir durchlaufen den Weg mit der Geschwindigkeit v(x,y) und fragen nun, wie
lange es dauert, um von A nach B zu gelangen. Skizze. Ansatz t = s/v. Setze w(x,y) =

vz, y).
lim S, = T}Lrgo;w(xz,yz) - As;

n—o0
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Definition 4.19. Sei (z(t), y(t)),t € [0, T] die Parametrisierung eines Weges von A = (x(0), y(0))
nach B = (z(T),y(T)). Sei w(z,y) eine gegebene Gewichtsfunktion. Dann heifit das Integral

/F-A des ::/0 w(z(t), y(®) VI 02+ i (£)? dt

Kurvenintegral 1. Art.

Ist die Kurve I' von A = (0,4(0)) nach B = («(7),y(T")) durch eine explizite Funktion
y=1y(x), 0 <z < T gegeben, erhilt man das Kurvenintegral 1. Art

/F;A%B wis = /OT w(z,y(t) V1 +y (2)* de

Das Kurvenintegral 1. Art hangt vom Weg ab, aber nicht von der Durchlaufrichtung, d. h.

/ wds = / wds
I'"A—B I"B—A

Beweis: Ubung

4.6 Kurvenintegrale 2. Art

Gegeben sind ein Weg I' : (x(t),y(t)),0 < t < T und ein Vektorfeld (P,Q)". Skizze. Dann
heifit

/Fp(r,y) dx + Q(x, y) dy ::/0 (P(x(t),y(t)2'(t) + Qx(t), y(1)y'(¢)) dt.

Kurvenintegral 2. Art. Man erhélt das Kurvenintegral 2. Art aus Summen der Form
S =Y Plai, yi) Az + Q(xi, y:) Ay
i=1

durch Grenziibergang Ax; — 0, Ay; — 0 und n — oo.

Beispiel 4.20. Auf einen Massepunkt in (z,y, z) wirke eine Kraft (F,, Fy, F,). Dann ist die
Arbeit, die verrichtet wird, um den Massepunkt von A nach B entlang eines Weges I' zu
bewegen, das entsprechende Kurvenintegral 2. Art:

W:/dex—l-Fydy—i-dez.
r

Ist die Kraft eine Potentialkraft (z.B. eine Gravitationskraft), so ist das Integral wegunab-
hangig. I. Allg. ist das Integral jedoch wegabhéingig.

Das Kurvenintegral 2. Art hat folgende Eigenschaften:
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e Bei Umkehr der Orientierung erhdlt man den gleichen Betrag, aber das umgekehrte

Vorzeichen: Pdr+Qdy = Pdr+ Qdy

fF:A—>B - fF:B—)A

o Das Integral ist intervalladditiv, d. h., es gilt
/ de—i—Qdy—l—/ Pda:+Qdy:/ Pdx + Qdy.
I:A—B I:B—C I:A—C

Um [, P(x,y)dr + Q(x,y)dy zu berechnen, substituiert man im Integral mit Hilfe einer
Parametrisierung z(t),y(t), t € [0, T].

Beispiel 4.21. Gesucht ist [, 2y dx 4+ 3z* dy von A = (0,0) nach B = (1, 1).

(a) Sei I' der Weg entlang der Parabel y = x2. Mit x = ¢, 2/(t) = 1, y(t) = t* und y/(t) = 2t
folgt

2 ' 2 2 23 641 13
2yde+3a*dy = [ (20° 4 3t°2t) dt = —t* + —t*|; = —.
r 0 374 6

(b) Sei I' der Weg entlang der Geraden y = x. Wir erhalten
1
/Zydx + 3% dy = / (2t 4 3t%) dt = ¢* + |5 = 2.
r 0

Das Integral ist also wegabhangig. [J
Beispiel 4.22. Gesucht sei [, y* dz + 2zy dy. Fir =t und y = t?, ¢ € [0, 1] erhalten wir

1
/dea:Jerydy:/ (t* +4th) dt = £°]5 = 1.
r 0

Fir den Weg x = y =t ergibt sich dasselbe Integral

1
/y2dx+2:1:ydy:/ (£ +2%) dt = ¢°|y = 1.
T 0

Ho6henlinien, Stammfunktion

Eine Funktion F'(z,y) kénnen wir durch Héhenlinien veranschaulichen, siche Abbildung 4.5
links. Die Pfeile senkrecht zu den Hohenlinien erhalten wir durch Ableiten, grad(F) =
(P,Q) = (fs, fy)- Angenommen, das Vektorfeld (P(z,y), Q(z,y)) ist gegeben. Kénnen wir
dann eine zugehorige Stammfunktion, also Hohenlinien finden? Am rechten Bild sieht man,
dass das nicht immer geht. Warum ist das so? Nach der Kettenregel ist £ F(x(t),y(t)) =
F,2'(t) + Fy/(t), also dF = F, dx + F, dy. Sei nun
Ableiten
F(z,y) Inteﬁeren dF = Pdx + Qdy

gegeben. Von links nach rechts kommt man immer, P = F, und Q = F}. Nach dem Satz
von Schwarz gilt dann F,, = F,,. Um von rechts nach links kommen zu kénnen, muss daher
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Abbildung 4.5: Das linke Bild zeigt ein Vektorfeld zur Stammfunktion F(x,y) = exp(—2z%—
y?) + 10 Das Kurvenintegral 2. Art ist wegunabhéngig. Rechts sieht man das Vektorfeld
(P, Q) = (y, —x), fir das keine Hohenlinien existieren.

die Integrabilititsbedingung P, = @, erfillt sein. Man sagt, Pdx + ) dy muss ein totales
Differential sein.

Berechnung der Stammfunktion: Gegeben sei dF' = P dx + () dy. 1. Schritt: Wir priifen,
ob P, = @, ist. Nur bei Gleichheit existiert eine Stammfunktion. 2. Schritt: Wir integrieren
beide Seiten der Gleichung F, = P unbestimmt nach z, das liefert F' = [ P(x,y) dx + C(y).
3. Schritt: Um C'(y) zu bestimmen, leiten wir nun wieder ab und vergleichen mit Q).

Beispiel 4.23. Wir suchen die Stammfunktion zum Differential (2 + 4y + 12zy) dz + (4o +
622 + 6y) dy.

1. Schritt: ,
Py=4+120=4+4120=0Q,
2. Schritt:
F = /Pdm = 21 + day + 627y + O(y)
3. Schritt:

F, =4z + 62° + C'(y) = 4z + 62 + 6y

Also C'(y) = 6y und somit C(y) = 3y*> + K. Antwort: Die Stammfunktion ist F(z,y) =
2z + 4xy + 622y + 3y + K.

Beispiel 4.24. Fir welchen Wert b existiert eine Stammfunktion zu (e¥ + bxy + 1) dx + (ze¥ +
x?) dy? Losung:
Py:ey+bx$Qx:ey+2x,

also ist b = 2. Wir erhalten F' = [ ze¥ + 2? dy = ze¥ + yz? + C(z). Mit

F, =¢" 4 2yx + C'(2) = e + 2bay + 1
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Abbildung 4.6: Vektorfeld und Stammfunktion fiir Beispiel

folgt C’'(z) = 1, also C'(z) =z + K. Somit ist F(z,y) = ze¥ + yz* +z + K.

Beispiel 4.25 (Exakte Differentialgleichungen). Gesucht ist die Losung zu v/ = —(t +y)/(t +
2y). Wir stellen um: (t+vy) dt+ (t+2y) dy = 0 = dF. 1. Schritt: Die Integrabilitatsbedingung
ist erfiillt, 1 = 1 v 2. Schritt: F(t,y) = 12+ yt + C(y). 3. Schritt: ¢ + C'(y) = ¢ + 2y
Also C'(y) = 2y und somit C(y) = y*> + K. F(t,y(t)) = 3t* + ty(t) + y(t)* + K = 0 definiert
implizit die Losung y(t), vgl. Abbildung [4.7]

Beispiel 4.26. Gesucht sei wieder [ y? dz+2xy dy (siehe Beispiel (4.22)). Weil die Integrabil-

itatsbedingung P, = 2y L Q. erfullt ist, ist das Integral wegunabhéngig. Die Stammfunktion
ist ' = zy*+ C(y). Also ist C'(y) = 0 und F(z,y) = xy*. Wir erhalten fiir jede Kurve I" das
Integral

/y2 dx + 2zydy = F(z,y)|5 = xy2|g(1):é§ =1.
r
Satz 4.27. Das Kurvenintegral 2. Art fFPda: + Qdy ist in einem einfach zusammenhdan-

genden Gebiet genau dann wegunabhdngig, wenn eine Stammfunktion F(x,y) mit dF =
Pdx + Qdy existiert. Es gilt

[ Pde+Qay=Faylf.
r
wobei I' ein Weg von A nach B ist.

Beweis. ,Stammfunktion = wegunabhéangig*:

POy = [ G600 i = [ (Rt + Ry') de= [ Pas+Qdy

r
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|ult)

Abbildung 4.7: Vektorfeld und Loésungen y(t) zur exakten Differentialgleichung v’ = —(t +
y)/(t + 2y). Die Gerade y = —t/2 markiert die Singularitat.

,wegunabhingig = Stammfunktion*: Sei I ein Weg, der in A startet und im Punkt B =
(zp,yp) endet. Setze F(xy,y) = [ Pdx + Q dy. Zeige, dass F(xy,y,) Stammfunktion ist. Es
gilt

1 1 (zp+h,yp) (,yp)
limE(F(:cb—l—h,yb)—F(xb,yb)):lim— / Pdr+Qdy— / Pdr+Qdy
A A

h—0 h—0 h

1 (zp+h,ys)
= ]1112% m /( Pdx | = P(xp, ys)

Tp,Yb)

]

Bemerkung 4.28. Das Gebiet muss einfach zusammenhéngend sein, sonst gilt die Aussage
nicht (vgl. Ubungsaufgabe).

Beispiel 4.29 (Kurvenintegrale im Komplexen entlang geschlossener Wege). Sei B der Ein-
heitskreis, z = exp(ip), ¢ € [0,27]. Dann ist

o omi fiir k— —1
j{zkdz:/ 2Fridp = { T
B 0 0 sonst

Da differenzierbare Funktionen im Komplexen als Reihe dargestellt werden koénnen, folgt
daraus letztendlich die Cauchysche Integralformel

i) = L I8 g

C2mi Jpz—y

wobei I' der Rand eines Gebietes ist, in dem f(z) keine Polstellen besitzen darf.



Kapitel 5

Lineare Algebra

Der geometrische Vektorbegriff

Vektoren besitzen eine Richtung und eine Lénge, aber keinen Anfangs- oder Endpunkt. Ad-
diert man zwei Vektoren, so erhalt man als Resultierende die Diagonale im aufgespannten
Parallelogramm, Abbildung [5.1] Vektoren kénnen mit einem Skalar A € R multipliziert wer-
den: A > 1 entspricht einer Streckung und 0 < A < 1 einer Stauchung. Mit A < 0 wird die
Orientierung gewechselt.

5.1 Vektorraum R" und Skalarprodukte

Fiir beliebige Vektoren aus dem R”

T1 Y1 21
To Y2 22
I - ) y - ) Z -

und einem Skalar A € R gelten die Vektorraumeigenschaften

(r+y)+z=z+(y+2) Assoziativgesetz,
rT+y=y+zx Kommutativgesetz,
Mz +y) =+ Ay Distributivgesetz.

Meist schreiben wir die Vektoren als Spaltenvektoren. Durch Transponieren erhalten wir
entsprechende Zeilenvektoren. Mit 27 bezeichnen wir den transponierten Vektor, siche Defi-
nition [5.21]

T1

T2
(1,29, ... ,xn)T =

Tn

61
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Abbildung 5.1: Vektoroperationen. Addition (links), Projektion (Mitte) und Spiegelung
(rechts)

Es gilt (") = .
Definition 5.1 (Skalarprodukt). Eine Funktion (-,-): R™" — R heifit Skalarprodukt, wenn
sie symmetrisch, linear und definit ist, d. h., wenn gilt:

(z,y) = (y,2)
{2,y +2) = (z,y) +{z,2) uwnd (Ar,y) = Mz,y)
0<(x,xz) fur x#0 (Nullvektor).

Die Funktion (z,y)s := Y ., z; - y; heiit Buklidisches Skalarprodukt.

Mit |x| := /(z, z) bezeichnen wir die Linge eines Vektors = € R".

Bemerkung 5.2. Die komplexen Zahlen bilden einen Vektorraum (iiber C). Definiert man
ein Skalarprodukt (z,y)y := z -7, so ist v/(x,x)y der Betrag der komplexen Zahl z. Im
Vektorraum C" ist (z,y) gy := >, _, T - Jj ein Skalarprodukt.

Definition 5.3 (orthogonal). Zwei Vektoren z, y mit (x,y) = 0 heiflen orthogonal. Man
schreibt = 1 y.

Mit Skalarprodukten kann man (orthogonal) projizieren. Seien zwei Vektoren z,y € R"
gegeben. Sei Px die orthogonale Projektion von z auf y.

Dann gilt: Px = Ay und Pz L (z — Px). Also (Ay,z — Ay) = 0. Mit der Linearitat erhalten
wir (z,y) — AMy,y) = 0 und somit A = (x,y)/(y, y). Zusammengefasst: Die Projektion eines
Vektors x auf y ist gegeben durch

Es gilt P(Px) = Pz. Beweis:

<<m,y> >
Y,y
PPy — VoY) _Enly o

Wy 0 W) )

Mit Sz := x + 2(Px — x) = 2Pz — x erhalten wir eine Spiegelung an der Geraden, die durch
y aufgespannt wird. Es gilt S(Sz) = z. Beweis:

S(Sz) = S(2Px —x) =2P(2Px —z) — (2Px —x) = 4Px — 2Px — 2Pz — (—z) ==z
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Beispiel 5.4. Wir betrachten die Gerade in Parameterform y = = 4+ ¢ - v mit ¢t € R und
= (1,1)" und v = (1,—3)". Eine implizite Form der gleichen Geraden ist {y : (y—x,n) = 0}
mit dem Stellungsvektor n = (1,2)". Sei @ = (3,1) gegeben. Wie lang ist die kiirzeste
Verbindung von () zu g7 Losung: Wir projizieren () — = senkrecht auf n.

ROIO.
(CRORA

5
also ist |L| = \/(L,L) = 2y/12+ 22 = 2V/5/5 ~ 0.8944. O

3__
/7
\22
Nl Q
V| 29
T
I [WAY 1 I 1 I 1 1 I |
I |U T I T I T T I 1
—1 0 1 2 3

Abbildung 5.2: Skizze zu Beispiel

Satz 5.5. Fiir jedes Skalarprodukt gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(=, 9)| < V&, ) - (v, y) = [z] - [yl.
Beweis. Skalarprodukte sind positiv definit, also gilt
0<(z—Xy,z—\y) = (z,2) — 2X(z,y) + N*(y, ).

Mit \ = % erhalten wir

Also gilt (z,y)* < (z,z) - (y,). O

Bemerkung 5.6. Fiur das Euklidische Skalarprodukt gilt (z,y)s = |z| |y| - cos a, wobei a der
eingeschlossene Winkel ist. Skizze. Dabei ist | cosa| < 1. Beweis:

> |Pz]*>  (Pz,Px)
ol = "Lp = )
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mit Px = gg; -y. Also ist
<<x,y> L @) >
Y, Y 2
oo = Now P ww V) (wy) @y by oy o 4

(z,2 v, 9) (y,y) (x,x)  (x,2) (y,9)

Beispiel 5.7 (Innenwinkel im Tetraeder). Wie betrachten einen Wiirfel mit Kantenlange 2.
Der Mittelpunkt habe die Koordinaten Z = (1, 1, 1) und zwei der vier Ecken sind A = (0, 0, 0)
und B = (2,2,0). Seix = A—-—Z = (-1,-1,-1) undy = B—Z = (1,1,—1). Dann ist
(x,y) = —1, also ist der Innenwinkel o = arccos(—1/3) = 109,5°.

Satz 5.8. Fir x,y € R" gilt die Dreiecksungleichung |z + y| < |x| + |y|.

Beweis. Sei z =z +y.

|2 = (2,2) = (2,2) + 2, ) + (. y) < (2,2) + 2z, 2) - (g, 9) + (v, ) = (2] + |y])”

]

Ubung: Zeige |z — y| > H$| — |?JH

Definition 5.9. Ein Vektor e, = (0,...,0,1,0,...,0)", der nur an der k-ten Stelle eine Eins
hat, heifit k-ter Einheitsvektor.

Beispiel 5.10. Im R3 ist e; = (1,0,0)" die Richtung der z-Achse, e; = (0,1,0)" die der
y-Achse und e3 = (0,0,1)" die der z-Achse.

Satz 5.11. Jeder Vektor v = (x1,2s,...,2,)" kann auf eindeutige Weise als Linearkombi-
nation der Einheitsvektoren geschrieben werden.

Beweis. Existenz:

. 1 0 0
xl 0 1 0
T = .2 =2 |0l +2 |0+ -+2,|0 v
n 0 0 1
Eindeutigkeit: Sei

. 1 0 0
xl 0 1 0
r = 2 =5 |0+ |0l +--+7,|0
n 0 0 1
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eine zweite Darstellung. Dann gilt

1 0 0

0 1 0
O=z—a= (2, —2) |0 +(@—T) |0+ -+ (. —Tn) | O] . (5.1)

0 0 1

Bildet man das Euklidische Skalarpodukt von (/5.1) mit dem k-ten Einheitsvektor, so ergibt
sich
0 = (zr — Z1) {ex, k)2
=1

also ist x = Ty, d. h., die Darstellung ist eindeutig. [

Euklidische Skalarprodukte der Einheitsvektoren:

1 k=
<€k7ej>2:{ j

0 sonst.

Definition 5.12 (Linearer Raum). Eine Menge M heifit linearer Raum, falls M beziiglich
Addition und beziiglich Multiplikation mit einem Skalar abgeschlossen ist. Also z,y € M =
r+yeMund x € M = ar € M mit a € R.

Beispiele fiir lineare Rdume sind: Vektoren im R"™, Polynome, stetige Funktionen, differen-
zierbare Funktion.

Die Menge
0
M=SyeR:y=tv, +svu+nrr#|0
0

beschreibt eine Ebene im Raum, die nicht durch den Ursprung geht. Diese Menge M ist nur
dann ein linearer Raum, wenn der Nullvektor in M liegt.

Definition 5.13 (Lineare Unabhéngigkeit). Eine Menge by, by, . . ., b, von Vektoren hei3t linear
unabhdngig, falls der Nullvektor nur als triviale Linearkombination dargestellt werden kann,
d. h.

O:Oélbl +a2b2+"'+anbn - <05170425--'704n) = (070770)

Definition 5.14 (Basis). Sei M ein linearer Raum. Eine Menge B C M heifit Basis von M,
falls sich jedes Element z € M auf eindeutige Weise als Linearkombination = = > a;b;,
b; € B darstellen lasst. Die Anzahl der Element von B heifit Dimension von M.

Sind By und B, Basen von M, so gilt | By| = | B|, d. h., die Dimension von M ist wohldefiniert.

Eine Basis ist demnach eine linear unabhangige Menge, die den ganzen Raum aufspannt.

Beispiel 5.15. (a) Die Vektoren e; = (1,0,0,0)", e; = (0,1,0,0)", e3 = (0,0,1,0)", e4 =
(0,0,0,1) bilden eine Basis des R%. Es ist dim R* = 4.
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(b) Die Vektoren

1 1 0

by=10 by = [ 1 bs=10

1 0 1

bilden eine Basis des R3.
(c) Die Vektoren

1 1 —1
by=10 by =11 bs = | —2

1 0 1

bilden keine Basis des R?, da sie linear abhéngig sind. Es gilt by — 2b, — b3 = (0,0,0) T,
also ist der Nullvektor nicht eindeutig darstellbar. Ursache: b liegt in der Ebene, die
durch b; und b, aufgespannt wird.

(d) Die Menge aller Polynome hat als Basis die Monome {1, z,z? z?,...}. Die Dimension
des Polynomraums ist oo.

Besonders wichtig sind orthonormale Basen mit

0 177

bi,bj € B= <bl,bj> = {1 . .
i=7

5.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Beispiel 5.16 (Drehung in der Ebene). Skizze. y = Dx. Wir betrachten zuerst Drehungen der
Einheitsvektoren und nutzen dann die Linearitdt, um beliebige Vektoren drehen zu kénnen.

Es gilt De; = <(;05 a) und Dey = <_ . a)' Drehungen sind linear, d.h. D(Ax) = ADx

ina COS (v
und D(x + =) = Dx 4+ Dz. Damit gilt

. cosa —Ssin« X
(1’2) (1'161 =+ 1'262) r1er + xoles <s1noz COS (v ) (372)

Definition 5.17 (Lineare Abbildung). Gegeben seien lineare Raiume X und Y. Eine Abbildung
F: X — Y heifit linear, wenn F(x1 + x2) = F(x1) + F(22) und F(Az) = A\F(x) ist.

Ganz allgemein gilt, dass die Umkehrabbildung einer linearen Abbildung selbst linear ist,
denn

(i + ) =21+ a2 =F (1) + F (1)

F Ny + o) = =
(A ))—ASU—AF y)

“HF(a1) + Fx2))
F~' (\y) = '

F
FH(AF(2)) = F{(F
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Eine lineare Abbildung F': X — Y mit X = R™ und Y = R" kann als Matriz A mit n Zeilen
und m Spalten dargestellt werden. Sei x = x1e; + x9e9 + - - - + T €y, Dann ist

y=F(x) = Fle))z1 + Flea)ws + - + Flew)tm = [Fler), Fles), -, Fen)] - ”’"2 ~ Ar

Wir erhalten somit die Matrix-Vektor-Multiplikation

m
Y = E Qi 5, izl,...,n,
Jj=1

wobei a;; das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix A ist.

Beispiel 5.18. Wir betrachten ein Gemisch aus Sauerstoff, Stickstoff und Kohlendioxid, also
z = ([Os], [Ny],[CO,])T. Dann erhalten wir die Gesamtmolaritit, die Anzahl der Sauerstoff-
Atome und das Gesamtgewicht des Gemisches durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation:

1 1 1 [0,)]
2 0 2| [Ny
32 28 44 [CO,]

Die Umkehrabbildung (Matrixinverse) A~': Y — X existiert.

Matrizenrechnung

Quadratische Matrizen, die nur Einsen auf der Hauptdiagonale haben, heiflen Einheitsma-

10 ... 0
: : . . 01 ...0 .
trizen und werden mit I bezeichnet. I = diag(1,1,...,1) = . Fiir jeden
0 0 . 1

Vektor x € R" gilt I - x = x. Beweis: Ubung,.
Matrizen, die nur aus Nullen bestehen, heiflen Nullmatrizen.

Fir A, B € R™" definiert man A + B komponentenweise:
C=A+B=CeR™ mit Cij :aij—l—bij.

Haben A und B unterschiedliches Format, so ist die Matrizenaddition nicht definiert.

Eine Matrix kann mit einem Skalar A multipliziert werden, indem jede Komponente mit A
multipliziert wird:
Aayg ... Aaiy,
A =

A1 oo A
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Zwei Matrizen sind gleich, wenn A + (—B) = 0 (Nullmatrix) ist.

Seien X = R", Y = RFund Z = R™. Sei B: X — Y und A: Y — Z. Dann ist die
Komposition C: X — Z auch eine lineare Abbildung, also eine Matrix (Skizze). Die Matrizen
haben folgende Dimension:

A B C
# Zeilen m k m
# Spalten k& n n
Es gilt
k
¢;; = (i-te Zeile von A, j-te Spalte von B) = Z a;iby;
=1
Beweis:

C-e;=A(B-ej) = A- (j-te Spalte von B)

11
a2 s-fon
1 0

Beispiel 5.19.

Dann ist

5 1 4
A~B:(4 3) B-A=|1 -1 1

Bemerkung 5.20. Es gilt (A-B)-C =A-(B-C)und (A+B)-C =A-C+ B-C, aber
i. Allg. ist A- B # B - A, siehe Beispiel [5.24]

Definition 5.21. Sei A = (a;;) € R™". Die Matrix AT € R™™, die als Zeilen die Spalten
von A enthélt, also (a;;)T = (aj;), heit Transponierte von A. Matrizen mit AT = A heifien
symmetrisch.

Beispiel 5.22.

Satz 5.23. (A-B)T =BT - AT

Beispiel 5.24 (Bewegungen in der Ebene). Wir betrachten die Matrizen

D(a) = (COSO‘ _Smo‘) und sz((l) _01> (5.2)

sino cosa

die zu einer Drehung um den Winkel o und zu einer Spiegelung an der z-Achse gehoren.
Dann gilt D(a)S # SD(a), vgl. Abbildung[5.3] O


http://de.wikipedia.org/wiki/Drehmatrix
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A

Abbildung 5.3: Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ: Obere Zeile: erst drehen, dann
spiegeln. Untere Zeile: erst spiegeln, dann drehen. Wie man sieht, hangt das Ergebnis von
der Reihenfolge ab, d. h., fiir dieses Beispiel ist i. Allg. S-D-x# D -S - .

Beispiel 5.25. Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt eine zuféllige Zeichenkette der Lénge
k iiber dem Alphabet {A,C,G, T} das Wort ,ATTA“? Der Ubergangsgraph erzeugt eine
zugehorige Ubergangsmatrix

322 30
1 1100
M=101 00 0
00100
00014

Die unterste Komponente des Vektors M¥e; zahlt die Anzahl der Worter der Lange k, die
»ATTA“ mindestens einmal enthalten. Die Matrix

11 10 11 9 0
4 4 3 3 0
M*=|1 1 1 0 O
0 1 0 0 0
0 0 1 4 16

entspricht den Ubergéngen, die durch Wérter mit zwei Buchstaben erzeugt werden. Die
Antwort auf die eingangs gestellte Frage nach der Wahrscheinlichkeit erhalten wir durch die
Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte.

Definition 5.26. Eine quadratische Matrix @ heifit orthogonal, falls QT Q = I gilt.

0.6 0.8

Beispiel 5.27. Die Matrix @ = (_0 8 0.6

) beschreibt eine Drehung um ¢ = arccos(0.6)

und ist orthogonal.
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Abbildung 5.4: Oben: Endlicher Automat, der ,ATTA®“ akzeptiert. Unten: Graph zum
Quadrat der Ubergangsmatrix. Die Zahl an der Kante von j zu i ist Element (4, j) in M? und
entspricht der Anzahl von Wortern mit zwei Buchstaben, die vom Zustand j nach ¢ fiihren.

Fiir das Euklidische Skalarprodukt gilt (z,y) = 2"y = y"z.

Satz 5.28. Die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix dndert die Euklidische Ldnge
eines Vektors nicht.

Beweis. ||Qx| = \/<Qx,Qx) = \/xTQTQx = |lz||2 O

Matrixinverse

Satz 5.29. Sei A € R™" eine quadratische Matriz und sei F: R* — R" mit F(x) =
A-x. Genau dann, wenn die Spalten von A linear unabhdngiqg existiert die Umkehrabbildung
F~Y(y) mit F~Y(F(z)) = x fiir alle v € R™ und F(F~'(y)) = y fir alle y € R™. Diese
Umbkehrabbildung ist linear, d. h., es gibt eine Matriz A~ mit

A'A=T1T und AA'=1.

Beweis. Angenommen y = Az und y = Azy. Dann ist 0 = A(z; — x2). Genau dann, wenn
die Spalten von A linear unabhéngig sind, folgt x1 = x5, also die Eindeutigkeit.

Und aus
F~ onyi+asys) = FH g Fay)+agF(22)) = F7H(F(oqai+oors)) = on (1) +a2 F ' (y2)
folgt die Linearitat von F~'(y). O
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. (12 . 11
Beispiel 5.30. Sei A = <3 4>. Dann ist A™" = —3 (_3 1 > Probe. v/

Satz 5.31. Fir A = (i b) gilt At = _1 (d —b>'

d ad—bc —C a

Satz 5.32. Fiir orthogonale Matrizen mit QTQ =1 gilt Q= = Q.

Definition 5.33. Eine quadratische Matrix A € R™" heifit requlir, falls A= existiert, oder
singuldr, falls A~! nicht existiert.

5.3 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten kann in der Form
Ax = b mit A € R™" geschrieben werden.

Homogene Systeme Az = 0 haben stets die triviale Losung = = (0,...,0)7. Weitere,
nichttriviale Losungen gibt es genau dann, wenn A weniger als n linear unabhéngige Zeilen
besitzt, also effektiv weniger Gleichungen als Variablen gegeben sind.

Beispiel 5.34.

L =2) () _ (0 N 2 o
<2 _4) (@) = <O> hat die Losung t(1>, t € R beliebig.

Definition 5.35. Die Losungsmenge der homogenen Gleichung Ax = 0 bezeichnet man als
Kern oder Nullraum der Matrix A:

kern(A) := {z: Az = 0}.

Satz 5.36. Der Kern einer Matrixz ist ein linearer Raum.

Beweis. Ubung O

Inhomogene Systeme konnen keine, genau eine oder unendliche viele Lésungen besitzen.

Beispiel 5.37. Die lineare Gleichung ax = b hat fiir a # 0 die eindeutige Losung x = b/a.
Fiir a = 0 und b # 0 gibt es keine Losung, und fiir a = 0 und b = 0 ist jede reelle Zahl x eine

Losung.
1 2 (3
12)" \4

Beispiel 5.38. (a) Das System
hat keine Losung, weil die Gleichungen widerspriichlich sind.
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b 0= 0)

(b) Das System

ist eindeutig 16sbar, r = (—1,1)7.

(c) Das System
(12)- ()

hat als Losungsmenge alle Punkte auf der Geraden z = (D +1 (_21), t e R.

Das Gauflische Eliminationsverfahren

Die Lésungsmenge von Az = b dndert sich nicht (a) beim Vertauschen von Zeilen in der
erweiterten Matrix [A, b] und auch nicht (b) bei der Addition vom Vielfachen einer Zeile auf
eine andere. Ziel des Eliminationsverfahrens ist eine Stufenform (engl.: row echelon form),
weil dann die Losungsstruktur abgelesen werden kann, vgl. Abbildung

Bemerkung 5.39. Bei der Stufenform kann auch eine ,innere“ Stufe ,langer als 1 sein® In
diesem Falle sind dann die zugehorigen ,mittleren® Variablen frei wéahlbar.

a) eindeutig b) mehrere Losungen c¢) keine Lésung
() () (1) ()
0 0 0 70

Abbildung 5.5: Die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems in Stufenform.

Beispiel 5.40.

—_
—_
—_
[\)

A=12 -1 -1 b=11
3 0 -1 5
Wir erhalten:
1 1 112 1 1 1 2 1 1 1 2
2 —1 —1]|1 — O -3 -3|-3|]—=1|0 -3 —-3|-3
3 0 115 0 -3 —2|—-1 0 0 1 2

Die eindeutig bestimmte Losung ist somit 3 = 2, x5 = (—=3+6)/(-3) = —lund z; =1. O

Algorithmus fiir das Gaufische Eliminationsverfahren
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fork=1,....,.n—1 Teil 1: Transformation auf Dreiecksform
Zeilentausch, falls ag, = 0 ist
fori=k+1,....n Addition der k-ten Zeile auf die i-te Zeile

forj=k,....,n
aij 4= aij — Gay;
bi <— bl — Z;I; bk
fori=mn,... 1 Teil 2: Riickwartssubstitution
i (b = Y 04 T5) /i

Eigenschaften:

o Der Algorithmus bricht vorzeitig ab, wenn Ax = b nicht eindeutig losbar ist (weil im
zweiten Programmschritt kein agy # 0 gefunden werden kann).

o Weil drei Schleifen geschachtelt sind, ist der Aufwand proportional zu n?.

o Supercomputer werden in der TOP-500-Liste anhand der Geschwindigkeit verglichen,
mit der sie den GauBalgorithmus ausfithren konnen (Linpack-Benchmark).

Beispiel 5.41.

11 1 11| 5 11 11 15
11 2 4 2|10 101 -1 2 1|3
10 -2 10[-2 "9 00 1315
11 0 -2 0] O 00 0O00O0]0
23 1 4 3|13 00 0O00O0]0
Die Lésung ist somit eine Ebene im R5:

-8 7 2

8 -5 —2
T = ) + Ty | 3| +a5 | —1 O

0 1 0

0 0 1

~
spezielle Losung  Losung des homogenen Systems = Kern

Satz 5.42 (Struktur der Losung eines inhomogenen linearen Systems).

Allg(.ameme Léosung x Bine Losung & des in- Allgemeine Lisung xg

des inhomogenen = +|des homogenen Sys-
. homogenen Systems

Gleichungssystems tems

Die Dimension der Losungsmenge ist gleich dimkern(A), falls es eine spezielle Lisung gibt.

Beweis. Sei x* eine spezielle Losung von Az* = b. 1) Sei xy € kern(A) beliebig. Dann ist
A(z* + xg) = Az* + Azg = b+ 0 = b. Also ist " + xy eine Losung. 2) Sei T eine zweite
Losung. Dann ist A(z —2*) =b — b =0, also ist T — 2* € kern(A). O
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Definition 5.43. Der lineare Raum {y : y = Az : © € R"} C R™ heifit Bild der Matrix
A € R™". Die Dimension von bild(A) heifit Rang der Matriz. Man schreibt rang(A) :=
dim bild(A).

Bemerkung 5.44. Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass der Rang die Anzahl der linear
unabhéngigen Zeilen oder Spalten einer Matrix ist. [J

Der Rang einer Matrix kann mit Hilfe des Gauflalgorithmus bestimmt werden, weil die Zeilen-
umformungen den Rang nicht verandern. An der Dreiecksform kann der Rang dann abgelesen
werden, siche Abbildung

Rang

—_———
Rang

Abbildung 5.6: Rang einer Matrix in Stufenform

Man sieht auch, dass rang(A) = rang(A7) ist, d. h., Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix
stimmen tiberein.

Satz 5.45. Sei A € R™" eine gegebene Matriz mit n Spalten. Dann gilt
dim bild(A) 4+ dim kern(A) = n
—_—

=rang(A)
Beispiel 5.46. Sei
1 1 2 3
A:(Q)-(l 2 3):(2 4 6)
Dann ist
-3 —2
kern(A)=t| 0 | +s| 1
1 0

Also dim bild(A) 4+ dimkern(A) =1+ 2 = 3.

Berechnung von A~! durch das Lésen von Gleichungssystemen. Wir multiplizieren
AA™! = I mit dem j-ten Einheitsvektor von rechts und erhalten so ein lineares Gleichungssys-
tem fiir die j-te Spalte von A~L:

A (A’lej) = €j
7
Waihlen wir j = 1,2,...,n, so konnen wir alle Spalten von A~! unabhéngig voneinander als

Losung dieses Gleichungssystems berechnen.
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Beispiel 5.47 (Das Gauf-Jordan-Verfahren). Bisher haben wir Vielfache von Zeilen auf darun-
terliegende addiert, um Nullen zu erzeugen. Beim Gauf-Jordan-Verfahren erzeugt man zusét-
zlich Nullen oberhalb der aktuellen Zeile durch Addition auf dartiberliegende Zeilen und erhélt
so am Ende eine Diagonalmatrix. Wir betrachten als Beispiel die Berechnung der Inversen

1 -1 -1
von A = |1 0 1 |. Durch Zeilenoperationen transformieren wir nun die erweiterte
1 2 -1

Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems AX = [ auf die Einheitsmatrix.

1 -1 —-1]1 0 O 1 -1 —1 1 0 0 1 0 1] 0 1 0
1 0 110 1 0 — 0 1 21 —-1 1 0 — 0 1 2 —1 1 0
1 2 —1]/0 0 1 0 3 0l—-1 0 1 0 0 —6 -3 1
1o1l o 1 0 100 1/31/2 1/6
~lo12 -1 1 ol=(o10/-13 0o 13
00 1|-1/3 1/2 —1/6 00 1|-1/3 1/2 —1/6
11 1
o g 2§
Alsoist A= -2 0 3 0
IS S
3 2 6

Invertierbarkeitskriterien fiir quadratische Matrizen A € R™"
Satz 5.48. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Ax = b ist eindeutig losbar
(ii) A ist requlir, d.h., A™' existiert
(7ii) rang(A) =
(iv) kern(A) = {0}, d. h., das homogene System ist nur trivial losbar
(v) bild(A) = R™ (die Spalten von A bilden eine Basis des R")

(vi) det(A) # 0 (— Determinanten werden spditer behandelt)

Fiir die Losbarkeit gilt:
Az = b ist losbar <= b € bild(A) <= rang(A) = rang(A|b)

Beispiel 5.49 (Berechnung von stochiometrisch moglichen Reaktionen). Welche Reaktionen
sind zwischen den Verbindungen CH4, HyO, Hy, CO und COy (rechnerisch) moglich? Als
erstes bilden wir eine Matrix, deren Zeilen angeben, wie oft jedes Atom {C,H, O} in jedem
der fiinf Stoffe vorkommt. Diese Matrix transformieren wir in Stufentreppenform:

10011 100 1 1 100 1 1
42 200]—-1022 —4 41| —-1(010 1 2
0101 2 010 1 2 00 2 —6 =8
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Wir sind nun an ganzzahligen Losungen der homogenen Gleichung Ax = 0 interessiert. Weil
rang(A) = 3 = 5 —2 ist, gibt es zwei linear unabhéngige Losungen: x = (—1,—2,4,0,1)" und
r = (—1,-1,3,1,0)T. Die zugehérigen Reaktionsgleichungen sind 4 Hy+COy = CH,+2H,O
und 3H, + CO = CH, + H,0.

5.4 Determinanten

Die Vektoren aq,...,a, € R™ spannen ein Volumen V auf, fiir n = 2 ist V' die Flache des
Parallelogramms, fiir n = 3 ist V' das Volumen des Parallelepipeds. Fasst man die Vek-
toren spaltenweise in einer quadratischen n x n Matrix A zusammen, so ist V' = det(A) das
(vorzeichenbehaftete) Volumen.

Tabelle 5.1: Berechnung der Determinante (n < 3)

n AeRm" det(A)
1 a a
9 ajpr a2
11022 — A12G21
21 (22
ai; @iz a3 (11022033 + Q12023031
3 a1 G2z d23 +a13021032 — A13A22031

a1 dsz Q33 —@11023032 — A12A21033

Definition 5.50 (Antisymmetrische Multilinearform). Eine Funktion det: R™™ — R heifit
Determinante, wenn

det(I) =1 (5.3a)
det([avay + Bby, as, . .., a,]) = adet([ay, ag, . .., a,]) + S det([by, ag, ..., b)) (5.3b)
det([...,a;,...,a;,...]) = —det([...,aj,...,a;...]). (5.3¢)

Durch (5.3 ist die Determinante bereits eindeutig festgelegt, fiir n < 3 ergibt sich Tabelle
Die Linearitat ((5.3b|) gilt wegen ((5.3c)) nicht nur fiir die erste, sondern fiir alle Spalten.

Beispiel 5.51.

1
det 3 4 =3-6—4-5=-2, det |5
5 6 1

N S W

1
2| =0+6+10-6—-4=6
0

Satz 5.52. (a) Skaliert man eine Spalte mit o, so wird auch die Determinante mit «
skaliert. Speziell: Besteht eine Spalte einer Matrix nur aus Nullen, so verschwindet die
Determinante.
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(b) Sind zwei Spalten Vielfache voneinander, so verschwindet die Determinante.

(c) Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn ein Vielfaches von einer Spalte
auf eine andere Spalte addiert wird.

Beweis. (i) Die Aussage ist ein Spezialfall von ((5.3b)) fiir 5 = 0,

det([a - ay, a9, ..., a,]) = a-det([ay, as, . .., ay))

(ii): Wegen (i) geniigt es, zwei gleiche Spalten zu betrachten. Tauscht man die, so erhélt man
dieselbe Matrix, deren Determinate aber das Negative der Determinante der Ausgangsmatrix
sein muss:

det([ay, ai,...]) = —det([ar, ay,...]), = det([a1,ai,...])=0.
Aussage (iii) ist eine Verallgemeinerung des Prinzips von Cavalieri; sie ergibt sich unmittelbar
aus (ii), denn
det([al, as + d1dq, ... ]) = det([al, ag, . . ]) + det([al, a1dq, ... ]) = det([al, ag, . .. ]) + 0.

Anschaulich: Das Volumen eines Stapels Biicher édndert sich bei Scherung nicht, mit der
Operation ay — ag + aya; wird der schiefe Turm gerade (ohne, dass das Volumen geéndert
wird). O

Satz 5.53 (Determinantendefinition nach Leibniz).
det(A) = > sgn(p)arpn)azp) -+ Gnp(n);
PESH
wobei S,, alle Permutationen der Menge {1,2,...,n} bezeichnet und sgn(p) das Signum der
Permutation p) ist.
Bei Prismen ist das Volumen gleich Grundfliche mal Hohe. Die Verallgemeinerung dazu ist

der Satz von Laplace:

Satz 5.54 (Entwicklungssatz von Laplace). Entwicklung nach der j-ten Spalte

det(A) = (=1)7"!(ay; det(Ay;) — agjdet(Ag;) +---) = Zn:(—l)”jaij det(A;;)

i=1

Ai; ist diejenige Teilmatriz von A, die durch Weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht.

Analog: Entwicklung nach der i-ten Zeile, det(A) = 37 | (—1)"*/a;; det(A;;)
Beispiel 5.55.
0o 3 11 0

3 11 0
N R e L & B B R R
2 3 3 -19 5 _7 0

0o 2 -7 0


http://de.wikipedia.org/wiki/Signum_%28Mathematik%29#Signum_von_Permutationen
http://de.wikipedia.org/wiki/Signum_%28Mathematik%29#Signum_von_Permutationen
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Beispiel 5.56. Wir entwickeln nach der 4-ten Zeile:
4 0 2

398 020 400
det =(-1)(2)det [3 9 2| +0—3det [0 3 2| =32—96=—64
o2 T 2 7 4 5 2 4
2.0 30

Fiir grole Matrizen n > 3, die wenig Nullen enthalten, ist die Berechnung der Determinante
mit Hilfe des Entwicklungssatzes rechenaufwendig. Effizienter ist es, die Matrix durch Zeilen-
oder Spaltenoperationen auf Dreiecksform zu bringen und dann die Hauptdiagonalelemente
miteinander zu multiplizieren.

Satz 5.57. Sei A € R™" eine rechte obere Dreiecksmatriz (d. h., a;; = 0 fiiri > j). Dann ist
die Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente, also:

det(A) = A11G922 * * * App-

Beweis. Die Aussage durch n — 1-maliges Entwickeln nach der ersten Spalte. [

Bemerkung 5.58 (Transformationssatz). Bei Abbildungen ¢: R* — R™ wird die (lokale)
Volumenverzerrung durch die Determinante einer Matrix (der Jacobimatrix g—f) beschrieben,
es gilt (fiir Details siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz) folgende
Verallgemeinerung der Substitutionsregel

= [ s

Formel fiir die Inverse

dyp
det %

dz.

Beispiel 5.59 (Cramersche Regel). Az = b ist eindeutig l6sbar genau dann, wenn det(A) # 0
ist. Dann ist

. det(Ak)

" det(A)
mit der Matrix Ay = [a1,az,...,b,...,a,], die entsteht, indem die k-te Spalte von A durch
die rechte Seite b ersetzt wird.

Sei A € R™" eine Matrix mit det(A) # 0. Suche X = A~!. Also ist AX = I. Die j-te Spalte
dieses Gleichungssystems ist Az; = e;. Mit der Cramerschen Regel erhalten wir das (i, j)
Element von A~', indem wir in A die i-te Spalte durch e; ersetzen, d. h.,

1 det([a,...,ej, ..., a,))

a... =
K det(A)
Die i-te Spalte hat nur eine 1, und wir kdénnen entwickeln

% = 0 )

v

wobei die Matrix A;; aus A entsteht, indem man die j-te Zeile und die i-te Spalte streicht.


http://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz
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Beispiel 5.60.

-1

1 2 3 0 21 -15
4 50 =—| 0 —-18 12
6 7 0 -2 5 -3

Satz 5.61 (Multiplikationssatz). Fir zwei quadratische Matrizen A, B € C™" gilt

det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir Dreiecksmatrizen: Seien A und B rechte
obere Dreiecksmatrizen. Dann gilt

det(A) = [[@u. und det(B) =] bs.
i=1 i=1

Da A - B auf der Hauptdiagonalen die Eintréige @y - by hat, gilt det(A - B) = det(A) -
det(é). Eine beliebige Matrix A transformieren wir mithilfe von Zeilenoperationen auf rechte
obere Dreiecksgestalt, L - A = A. Dabei ist det(L) = 1 oder det(L) = —1 (abhéngig vom
Signum der Zeilenvertauschungen) und det(A) = det(L) - det(ﬁ). Auf B wenden wir analog
Spaltenoperationen an, BR = B. Die Transformationsmatrizen L und R werden nun von
auBen an das Produkt A - B multipliziert. Dann ergibt sich

det(A - B) = det(L) - det(LA - BR) - det(R) = det(L) - det(A - B) - det(R)

= det(L) - det(A) - det(B) - det(R) = det(A) - det(B).

]

Abbildung 5.7: Determinantenmultiplikationssatz. Abbildung B vergréfiert alle Volumen um
den Faktor det(B), Abbildung A um den Faktor det(A), folglich vergrofiert A- B um det(A -
B) = det(A) - det(B).
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Beispiel 5.62 (Beweis der Cramerschen Regel mittels des Determinatenmultiplikationssatzes).
Aus

det(A(I —e;el ) +bel) = det(A(I — e;el ) + Awe;) = det(A) - det(I + (z —e;)el ) = det(A) - z;

folgt x; = det(A)~" det(A mit i-ter Spalte durch b ersetzt).

Kreuzprodukte als Determinanten

Formal gilt

T U1 €1 €2 €3 ToYs — T3Y2
To | Xy | =det | 1 xo 23| = | T3y1 — T1Yy3
xs3 Y3 Yy Y2 Y3 T1Y2 — T2

5.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.63. Fir A € R™" heifit A € C Figenwert zum FEigenvektor v € C" mit v #
[0,...,0]T, wenn die Gleichung
Av = v (5.4)

erfiillt ist.
Satz 5.64. Sei A € R™". Dann gilt:

(i) A € C ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn A Nullstelle des charakteristischen
Polynoms det(A — \I) ist.

(ii) Jede Matriz A hat n Eigenwerte (wobei mehrfache Eigenwerte auftreten kénnen).

(iii) Wenn v ein Eigenvektor ist, dann ist auch av fir alle a # 0 ein Eigenvektor.

Bemerkung 5.65. Die Eigenvektorgleichung ((5.4)) hat fiir alle A € C stets die triviale Losung
v=10,...,0]"; fiir diese interessiert man sich jedoch nicht.

Beispiel 5.66. Fir A = (1] é

A1 = 1 und Ay = —1. Durch anschliefiendes Losen der Eigenvektorgleichung ([5.4)) erhélt man
vy = (1,17 und vy, = (1, -1)T.

Beispiel 5.67 (Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren). Die Matrix

ist det(A — AI) = A2 — 1. Die Eigenwerte von A sind somit

-7 =12 0
A= 4 7 0
2 4 -1
besitzt die Eigenwerte A\; = —1, Ay = —1 und A3 = 1 mit den zugehorigen Eigenvektoren

v = (0,0,1)", vy = (=2,1,0)",v3 = (3,2, 1)".
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Setzt man
0 -2 -3
V=10 1 2
1 0 1
so gilt
-1 -2 1 -1 0 0
vi=| 2 =30 und V7'AV=| 0 -1 0
1 2 0 0 0 1

Eigenschaften von Eigenwerten

(a) Die Eigenwerte von A und AT sind gleich. Beweis: det(A — M) = det(AT — AI). Die
Eigenvektoren von A und A’ sind i. Allg. nicht gleich.

(b) Angenommen, A € R™" hat n linear unabhéngige Eigenvektoren (d.h., zu jedem g¢-
fachen Eigenwert gibt es ¢ Eigenvektoren). Dann ist

Aoy, vg, .. 0,] = [v1,02, ..., 0,] D
——_——
=V

mit D = diag(\1, Ag, ..., \,). Also ist A™ =V DmY L

(c) Die Eigenwerte von A und V1AV sind gleich. Beweis: det(A — \I) = det(V 1AV —
AVIV) = det(VTTAV — AD).

(d) A ist genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte ungleich null sind.
(e) Die Eigenwerte von A~! sind Eins durch die Eigenwerte von A.

(f) Ist A € R™" symmetrisch, so sind alle Eigenwerte reell und die Eigenvektoren zu un-
terschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal zueinander. Beweis: Wir zeigen zunéchst,
dass die Eigenwerte reell sind. Transponiert und konjugiert man Av = Av, so ergibt
sich 77 A = M\o”. Also ist 77 Av = A\o"v. Multipliziert man die Ausgangsgleichung von
links mit 7 erhalt man 77 Av = \o7v. Beides zusammen ergibt A = \. Als zweites
zeigen wir, dass die Eigenvektoren orthogonal sind: Sei Av = Av und Aw = pw. Dann
ist wl Av = MwTv = pwlv. Mit p # X folgt wlv =0. O

Beispiel 5.68 (Lokale Extrema im R?). Sei f: R? — R zweimal differenzierbar. Dann gilt
hyy + k) ~ oK)V Lo k) (foe S (B
flet+hy+k) = fl.y) + (b k)-Vi@y) +5(h k) K
2 fxy fyy

Beispiel 5.69 (Die Fibonacci-Folge). Durch Fy = 1, Fy = 1, F,,;1 = F,, + F,,_; erhilt man
die Folge der Fibonacci-Zahlen

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, . . .


http://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge
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Mit Matrizenrechnung wollen wir nun eine Formel fiir das n-te Glied der Reihe bestim-
1

o B 1 F,\ Fooa) _ 4no1 (1 :
men. Wir bilden A = (1 O) und erhalten wegen (Fn—l) =A (Fn_2) =A <0> die

. n __ Fn+1 Fn
Beziehung A™ = ( PR
die Eigenwerte A;;s = (V5 £ 1) /2 und die Eigenvektoren vy = (A, 1)7 und vy = (Ao, 1)7.
Mit V' = [vy, vo] gilt V7IAV = diag(A1, A2). Wir erhalten schlieBlich die Formel von Binet

(%) (55)
Fo= 2 VA

). Um A auf Diagonalform zu transformieren berechnen wir

V5 V5

5.6 Eigenfrequenzanalyse einer schwingenden Membran

Sei u(t,z,y) die Auslenkung eines dinnen, L-féormigen Bleches zur Zeit ¢ im Punkt (z,y).
Wir nehmen an, dass u die biharmonische Gleichung

0%u ot o ot
o - (8x4 + 2(9x28y2 + 8y4> u(t, z,y), (z,y) €L (5.5)

zu den Randbedingungen u(t, z,y) = 0 fir (z,y) € 9 erfullt. Wir diskretisieren im Ort mit
dquidistantem Gitter U; j(¢) = u(t,i - h,j - h). Der Differentialoperator in A? in (5.5)) wird
durch den Differenzenstern

—_
N OO N
|
— 00 po OO
o
N OO N
—_

approximiert. Wir erhalten ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem zweiter Ord-
nung U”(t) = —AU mit einer symmetrischen Matrix A. Alle Eigenwerte von A sind reell und
wir kénnen diagonalisieren A = VDV ™! mit D = diag()\;). Wir transformieren W = V-1U
und erhalten die Losung des entkoppelten Systems W”(t) = —DW aus den skalaren Gle-

ichungen (vgl. (3.6]))

w!(t) = =Aw;, w(0) =0, w;(0)=wg
in der Form w;(t) = cos(v/At)w; . Die Grundschwingungen, aus denen sich das Systemver-
halten additiv zusammensetzen lasst, ergeben sich aus den Eigenvektoren V;, die zugehorige
Schwingungsfrequenz ist v/);.
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EIGENFREQUENZANALYSE EINER SCHWINGENDEN MEMBRAN
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Abbildung 5.8: Eigenfunktionen eines diinnen, L-formigen Bleches
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Anhang A

Aufgaben

Aufgabe 1. Bestimmen Sie x:

(a) 522 — 10z — 15 =0 © (%)x _ g2 (e) log,4 = 3a
1 (f) sinz = Inz  (auf 3
(0) (@ —ylz+a)5 =0 (4 2+Vatd=2 Stellen)

Aufgabe 2. Stellen Sie die Gleichung Uges = {745 + Uz nach z um.
zQ

Aufgabe 3 (Sinus Hyperbolicus und Areasinus Hyperbolicus). Losen Sie nach = bzw. y auf:

(@) y=5(e"—e™) (b) z =In(y +/y* + 1)
Aufgabe 4. Welche x € R erfiillen die Ungleichungen?

(a) (r—1)(@—2) <0 (b) o +1] <5 @L<l

Aufgabe 5. Beweisen Sie 1 + 1 > aier, (a,b>0).

Aufgabe 6. (a) Angenommen, eine Bakterienpopulation N (¢) wichst exponentiell, N(t) =
e, a > 0. Nach welcher Zeit t verdoppelt sich die Population, falls es zwei Stunden
bis zur Verzehnfachung dauert?

(b) Bei welchem Zinssatz x dauert es 25 Jahre bis zur Kapitalverdoppelung?

Aufgabe 7. Vereinfachen Sie durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen den Term
(z — ) (2® + 2%y + 29* + 9°).

Aufgabe 8. Erweitern Sie geeignet, so dass der Nenner rational wird, und vereinfachen Sie
anschlieflend:

LoV (©) — 1

@ T VE—1 Vh+1

(b)

Sl

85
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Aufgabe 9. Sei z; = 3+ 4i und 25 = 1 — i. Berechnen Sie:
(a) 21+ 2 (b) 21/2 (c) z2/z (d) [z (e) =

Stellen Sie z; und 25 in trigonometrischer Form z; = r(cos ¢ +isin ;) und 2z = r5(cos @9+
isin p9) dar.

Aufgabe 10. Zeigen Sie fir z, z1, 29, w € C:

(a) 1 m=2% (©) |21~ 22| = [21] - |2
(b) z+zZ=2Rez (d) |z+w| < |z| + |w
Aufgabe 11. Bestimmen Sie alle Losungen von:  (a) 2% =1 und (b) 22 =-8i

Aufgabe 12. Berechnen Sie
(a) In(7) (b) arg(cos(1 —1)) (c) e (d) "W1+i.

Aufgabe 13. Geben Sie fiir die folgenden Funktionen den Definitionsbereich, den Wertebereich
und das Monotonieverhalten an:

(a) flz) = — (b) f@)=lz—al () fl@)=vI—e (d) flz) = z/(1+

x? x)
Aufyabe 14. Sei f(z) = 2~ 111, g(@) = 2+ 1 und h(z) = o' Berechnen Sie folgende
Funktionen:
(a) fog (b) f7! (c) fog™! (d) hlof
Aufgabe 15. Skizzieren Sie folgende Funktionen:
() f(o) =sin(z+7/)  (b) f(x) = sin(2e) (©) F(ax) = sin(1/x)

Aufgabe 16. Geben Sie ein Polynom 3. Grades mit den Nullstellen —2, 2, 4 an.
Aufgabe 17. Berechnen Sie mit Polynomdivision (23 + 42? — 33z +4) : (z — 4).
Aufgabe 18. Von einem funktionalen Zusammenhang sind folgende Werte bekannt:
x|1 2 3
yl4 2 1
Berechnen Sie
(a) eine quadratische Funktion y = asx? + a;x + ag und

ar +b
r+c’

(b) eine rationale Funktion y =

die diese Punkte enthélt. Berechnen Sie jeweils den Funktionswert an der Stelle x = 2.5.
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Aufgabe 19. Berechnen Sie die Grenzwerte

2% +1 711 2
Ly e 5 i @) dim (0 460,

(a) lim
z—oo 1 — xarctanx z—o0 2T n—oo

z—o0 by — 1

dabei seien a,b € R mit a,b > 0

Aufgabe 20. Berechnen Sie den Grenzwert

$11_}r£10\/x+\/5— \/x—Q\/E.
Aufgabe 21. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

t+ 2e: vy —2
(a) lim -2 (b) lim ¥ =2)
t=o0 3t 4+ 5/ et

y=2 3 — 3y? + 2y
Aufgabe 22. Untersuchen Sie das Verhalten der folgenden Funktionen im Punkt 2 =0

B 1
14 el/m

1

() v ) y=e @ y=n(1) @ y=esina

x
Aufgabe 23. Bestimmen Sie das lokale Maximum x, der parameterabhangigen Funktion

1
flz)=3 na:x—i-a’ a € R

Skizzieren Sie die Kurve H, := {(z4, f(x,)) : @ € [1,2]}. Durch welche Funktion y = h(z)
wird diese Kurve erzeugt?

Aufgabe 24. Fiir welche Zahl a ist die Funktion

ﬂ@:{xf 7l

o
a, fir z=1

an der Stelle x = 1 stetig?
Aufgabe 25. Zeigen Sie, dass die Funktion

ﬂ@z{f s

fir z>1

an der Stelle x = 1 stetig, aber nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 26. Berechnen Sie die erste Ableitung nach x von

@) 2=l gy ame (g m( < > @ (o + VT )

T+ 2 1+e”

Aufgabe 27. Sei f(z) = e*™*. Berechnen Sie die Ableitung f/(x), und leiten Sie daraus eine
Formel fiir die Ableitung einer Potenz z® her.
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Aufgabe 28 (Ableitung der Umkehrfunktion). Zeigen Sie, unter Verwendung von (sinz)’ =
cosx, dass (arcsinz) = 1/v/1 — 22 ist.

Aufgabe 29. Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

. In(y*—3) . ehr— e i ar+b . arctanz —
(2) 31;1—% y>—Ty+6 (b) zlzlglla bebr — qeor (c) (d) ilﬂ l—z—Inx

Aufgabe 30. Berechnen Sie die 3. Ableitung von:

(a) 2°+ 121 (b) (Inz)” (¢) In(cos(x)) (d) xe® (e)

V/5b

Aufgabe 31. Fiithren Sie eine Kurvendiskussion durch:

N | —

(a) y=8z*(3x —2)? (b) y=@*+z—-1)e®

Aufgabe 32. Skizzieren Sie die Hill-Funktion H,(t) = 1/(1 +t™) (vgl. Seite fir n =1,
n = 2 und n = 4. Gibt es Wendepunkte?

Aufgabe 33. Bestimmen Sie fiir die Funktion f(x) = In(1 + z) das Taylorpolynom T4(h) an
der Stelle = 0 und berechnen Sie die Abweichung |f(3) — Tu(3)|.

Aufgabe 34. Bestimmen Sie die Taylorreihen fiir die Funktionen
(a) f(z)=1/(x + 3) im Punkt =0,
(b) g(x) = z* im Punkt z = —1 und
(¢) h(z) =e*" im Punkt z = 0.

Wie grof ist jeweils der Konvergenzradius?

Aufgabe 35. Sei q eine feste komplexe Zahl. Setze
Su(@)=1+q+¢+--+q" =) d"

Vereinfachen Sie den Ausdruck S, (q) — ¢S, (¢), und leiten Sie daraus eine Formel fir S, (q)
her. Fiir welche ¢ existiert lim S,(q)?

n—o0

Aufgabe 36. Berechnen Sie ndherungsweise mit dem Newtonverfahren die Nullstellen der
folgenden Funktionen:

(a) f(x)=sin(z), Startwert z¢=3, (b) f(z)=a2"—1x—1, Startwert z¢=1

Aufgabe 37. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegungen fiir:

1 x x—1 (x+7)
() (x4 1)(z — 1) (®) @r)@-1 © z(z —2) (d) 23z + 1)
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1
d
(x+1)(x—1)
Aufgabe 38. Bestimmen Sie das unbestimmte Integral [ arctanz dz mittels partieller Inte-
gration.

und berechnen Sie /

Aufgabe 39. Berechnen Sie die unbestimmten Integrale:

(a) / %dm, (b) / ln%dx, (©) / i;—/zdx, () 55++11 da

Aufgabe 40. Berechnen Sie durch Partialbruchzerlegung:

z3 1 T+ 2
(a)/(x2—1)(x+2) 4, <b)/:c2—a2 4z, <C>/x(:c—1)(x2+4) da

Aufgabe 41. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

/2 8 A (N L,
(a)/o xcoszdr, (b)/3 mdm, ((:)/O ze” dz, (d)/0 xe® e dx

1
Aufgabe 42. Berechnen Sie das bestimmte Integral /
0

1
—dz.
224+x+1 v

Aufgabe 43. Berechnen Sie den Wert folgender uneigentlicher Integrale, sofern diese einen
endlichen Wert haben:

o0 _Z‘ o0 T
(a) /0 xe *dz, (b) /0 mdw

Aufgabe 44. Berechnen Sie den Flacheninhalt zwischen Kurve und z-Achse:

(a) y=sinz unter einem Kurvenbogen

(b) y=(3—=x)vx zwischen den Nullstellen

Aufgabe 45. Berechnen Sie das Volumen der Korper, die durch Rotation folgender Kurven
um die z Achse entstehen:

(a) Parabel y(z)=1-2° —1<z<1,
(b) Astroide w(t) = (cost)®, y(t) = (sint)®, 0<t<2m.

Aufgabe 46. Berechnen Sie die Lange der Kurve

W

y(z) =23 fir 0<xz< 3
exakt und mit Hilfe der Fassregel.

Aufgabe 47. Berechnen Sie ndherungsweise die folgenden bestimmten Integrale mit der Trapezregel
und der Simpsonregel durch Unterteilung in 1,2 und 3 Teilintervalle:

1 2 .
a e dx b ] dzx
(a) : (
0 TR
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Aufgabe 48. Geben Sie die allgemeine Losung y(t) folgender Differentialgleichungen an:

@ Y= 0 yO=1080 o o=y, @ yo=

durch Variation der Konstanten. Bestimmen Sie eine spezielle Losung, die die Anfangs-
bedingung y(0) = 1 erfiillt, und stellen Sie y(t) grafisch dar (Hinweis: ,Kettenfunktion®,
y(t) = cosht).

Aufgabe 50. Bei der enzymatischen Reaktion S+ F MBS 2 B+ P wird ein Substrat S mit
Hilfe eines Enzyms F iiber ein Enzym-Substrakt-Komplex schliellich zu einem Produkt P
umgewandelt (Michaelis-Menten-Kinetik). Stellen Sie ein Differentialgleichungssystem y/(t) =
fly(t)), y(t) = [y (t), y2(t), y3(t)] fur die zeitabhéngigen Konzentrationen y; (t) = [S], y2(t) =
[E] und y3(t) = [E'S] auf.

Aufgabe 51. Sei z = 3 — 4i = re'.

(a) Berechnen Sie 7 und ¢.

(b) Ermitteln Sie den Real- und Imaginérteil der beiden Wurzeln w mit w? = 2.
Aufgabe 52. Berechnen Sie die Grenzwerte

2r .2 — 1 =1
lim u und lim cos(y g
z—0 cosx — 1 y—1 (Iny)

Aufgabe 53. Wenden Sie das Newtonverfahren auf die Funktion f(x) = ze® — 2 an. Wie
lautet die Iterationsvorschrift? Verwenden Sie die Startndhrung xy = 1 und berechnen Sie
drei Iterationsschritte, und geben Sie x1, x5 und z3 an.

Aufgabe 54. Berechnen Sie mit Hilfe der Substitution v = sin x das bestimmte Integral

/2
/ (sinz)? cos z du.
0
Aufgabe 55. (a) Berechnen Sie
%
I = / cos®t dt
0
mittels partieller Integration. Hinweis: u(t) = cost und v'(t) = cost und sin’t =

1 — cos?t.

(b) Berechnen Sie das Integral I ndhrungsweise unter Verwendung der Fassregel, und geben
Sie die Abweichung zum exakten Wert an.
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Aufgabe 56. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y(t) — 1

YO = e =)

durch Trennung der Variablen.

Aufgabe 57. Geben Sie den maximalen Definitionsbereich folgender Funktionen an (Skizze!):

(a) z=+v4—-22—12+vVoe—y (b)) z=\y—lnz+/1—2—Iny

Aufgabe 58. Geben Sie die Menge aller Werte (z,y) an, fir die die folgenden Funktionen
nicht negativ sind:

(@) z=I("+y7)  (b) e=ay—o

Aufgabe 59. Zeichnen Sie in der xz-y-Ebene die Hohenlinien der folgenden Funktionen, und
beschreiben Sie davon ausgehend den Verlauf der durch die Funktion gegebenen Fléche.

(a) z=2x—y+1 (b) z=y—2? (c) z=
Aufgabe 60. Bestimmen Sie die Funktion f(x,y), wenn gilt

flx+y,z—y)=zy+y%

berechnen Sie anschlieend f(y,y) und f(y, —y).
Aufgabe 61. Zeigen Sie, dass

1 _e2 0
U=—=e %, t>
Vi
eine Losung der Diffusionsgleichung
ou  d%u
ot 0x?

ist. Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion u fiir festes ¢ in Abhéngigkeit von x.
Aufgabe 62. Berechnen Sie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f = x%+2e™ +y

Aufgabe 63. Berechnen Sie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von
u=2*y+zz+ylnz+z—2lny.

Berechnen Sie im Punkt (2, 1,1) die Richtungsableitung in Richtung des Vektors (3,2, 2).

Aufgabe 64. Berechnen Sie die lokalen Extremwerte der folgenden Funktionen u(x,y).
(a) u=2y2—-x—vy), x>0, y>0, () u=a*+y* + 4wy — 227 — 2%

Aufgabe 65. Zeigen Sie, dass die Funktionen u = yIn(z%—y?) und u = y exp(22—y?) Losungen
der Differentialgleichung
10u 10u
_— _l’_ _
xdr ydy y

u
2

sind.
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Aufgabe 66. Berechnen Sie die Ableitung der impliziten Funktion % von y(x) implizit gegeben
durch zy —Iny — 2 = 0 im Punkt (z,y) = (2, 1).

Aufgabe 67. Berechnen Sie die Ableitung y/(z) fiir die impliziert gegebene Funktion mit
y? + 3% — Toy — 1 = 0 im Punkt (2,y) = (1/v/3,0).

Aufgabe 68. Untersuchen Sie die Funktion f(z,y) = (x — 1)? — 2¢? auf lokale Extrema.
Aufgabe 69. Fir reale Gase gilt die Gleichung

YV —b) - RT =0.

ﬂn%ﬂ=@+vg

Das Volumen V ist also abhéangig von dem Druck p und der Temperatur 7', also V =V (p, T).
Wie grofl ist die Volumenédnderungen AV bei kleinen Druckénderungen Ap und kleinen
Temperaturschwankungen AT? Bestimmen Sie das totale Differential dV = %—‘;dp + g%dT .

Aufgabe 70. Bestimmen Sie das lokale Extremum der Funktion f(z,y) = xy unter der
Nebenbedingung ¢(z,y) =y —x—1=0..

Aufgabe T1. Untersuchen Sie f(x,y,z) = xyz unter den Nebenbedingungen ¢;(z,y,2) =
r+y—2z—3=0und po(z,y,2) =2 —y — 2 — 8 = 0 auf lokale Extrema.

Aufgabe 72. Gegeben ist ein Kreis mit Radius eins um den Koordinatenursprung. Geben Sie
drei verschiedene Parameterdarstellungen fiir die Kreislinie im ersten Quadraten an. Berech-
nen Sie die Linge L des Kreisbogens als Kurvenintegral 1. Art.

Aufgabe 73. Stellen Sie fest, ob die Differentialform
2x (v + 2y) dz + (22° — y*) dy
ein vollstandiges Differential ist. Wenn ja, dann berechnen Sie die zugehorige Gesamtheit der

Stammfunktionen.

Aufgabe 74. Berechnen Sie das Integral I = [ xrydx + (y — x) dy, wobei K das Stiick der
Parabel y = x? von Anfangspunkt (0,0) bis zum Endpunkt (1,1) ist.

Aufgabe 75. Der Flacheninhalt F' des von einer geschlossenen Kurve K begrenzten Gebiets
kann als Kurvenintegral 2. Art berechnet werden. Es gilt F' = % / T dy —ydz. Leiten Sie
eine Formel fiir die Berechnung des Flacheninhaltes von Kreisen her.

Aufgabe 76. Berechnen Sie die Stammfunktion zum Kurvenintegral 2. Art

. 1—y° y
Pdx + Qdy), t P= = )
Z} v+ Qdy), i AxzF = {xap
Aufgabe 77. Berechnen Sie das Kurvenintegral
1:/P@+Q@,rmpz——i—,Q:—ﬁ—
K .CL'2 + yQ 1’2 + y2

entlang des Weges = = cost, y = sint mit ¢ € [0, 27].

Aufgabe 78. Berechnen Sie die Bogenlédnge einer Schraubenlinie z = Rcost,y = Rsint, z = ct
fiir einen Umlautf.
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Aufgabe 79. Berechnen Sie den kiirzesten Abstand der beiden windschiefen Geraden g; und
g2 gegeben durch

1 1 0 -2
g:y=\0|+t|1]|, g:y=1|+s| 1 |, t,seR
1 1 0 0

Aufgabe 80. Fiir welchen Parameter A sind die Vektoren

= () =G

(a) senkrecht und (b) parallel zueinander.
Aufgabe 81. Man beweise die ,zweite Form* |z — y| > ||z| — |y|| der Dreiecksungleichung.
Aufgabe 82. Man zeige, dass das System der Vektoren

, und z=

— oW
co W N

1
r=12], y=
3

linear abhéngig ist.

Aufgabe 83. Man zeige, dass das System der Vektoren x = <}), y = < 1

_1) eine Basis des

R? bildet und stelle die Vektoren <§> und (_32) als Linearkombination von x und y dar.

Aufgabe 84. Der Vektor z = (1,2,3)” werde mittels einer durch die Matrix A = <_23 _43 _75>
gegebenen linearen Abbildung in einen Vektor b € R? und dieser mittels einer durch die Ma-
trix B = (i g) gegebenen linearen Abbildung in einen Vektor ¢ abgebildet. Man iiberzeuge
sich, dass die Produktabbildung a — ¢ durch die Matrix C' = B - A vermittelt wird.

Aufgabe 85. Gegeben sind die Matrizen

10
. B= 01,02(_21 D
1 1

Man berechne A — 3B, ATB und BT AC.

1
A=1 3
—1

DN~ DN

Aufgabe 86. Sei A = ((1) 8) Geben Sie eine Matrix B an, so dass A - B = <8 8> und
gleichzeitig B - A = <(1) 8) ist.

Aufgabe 87. Man zeige, dass folgende Matrix orthogonal ist: D = (@S p —sm 90).
sinp  cosp
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Aufgabe 88. Man bestimme die allgemeine Form einer Matrix A, so dass AB = BA mit
B = (? é) gilt, vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Sylvester-Gleichung.

Aufgabe 89. Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme:

1 2 3 11 0 2 3 —7
—1 1 2)|a=|-4], [-1 0 2|z=[-4
2 -2 9 34 2 -2 0 —6

Aufgabe 90. Man bestimme die allgemeine Losung des homogenen Systems Az = 0 und des
inhomogenen Systems Az = b mit

1 2 3 6
A=11 3 5], b=19
3 2 1 6
Aufgabe 91. Man lose das Gleichungssystem
10 2 1 00
11 -1]X=1010
01 1 0 01

Aufgabe 92. Man gebe an, aus welchem Intervall die Zahl a gewdhlt werden muss, damit in
der Losung des Gleichungssystems

Tv+2y=a
r+y=1

x und y positiv sind.
Aufgabe 93. Man bestimme fiir die beiden Gleichungssysteme Az = b; und Ax = by mit

3 2 —4 -3 —17 1
2 -2 -6 8 12 1
A= 7 8 —6 —17|° by = —63 | by = 1
—4 -6 2 14 46 1

im Falle der Losbarkeit die allgemeine Losung. Wie grofl sind die Range der Matrizen A,
(A,by) und (A, be) und die Dimension des Nullraums kern(A)? Man gebe zwei verschiedene
Basen des letzteren an.

Aufgabe 94. Man berechne die Inversen der folgenden Matrizen:

1 2 3 2 37
0151, 230
0 01 4 0 0

Aufgabe 95. Man 16se das lineare Gleichungssystem Az = b mit

1 -3 5 2
A=|-8 25 —41], bv=|-3],
4 —-20 29 5

indem man zunéchst die Inverse von A und dann x = A~! - b berechnet.


https://de.wikipedia.org/wiki/Sylvester-Gleichung
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Aufgabe 96. Man gebe die Determinanten der folgenden Matrizen an:

1 =20 0 0
1 -7 11 03 10 12 2 0 0 0

~11 3 0 -3 -5 1
) P S -2 R e N IS A S B
3 -5 3 05 o 3 2 1 5 0
0 -2 0 -2 —1

Aufgabe 97. Man berechne das Kreuzprodukt z = zxy von z = (1,2,3)7 und y? = (—1,1,2)T
iiber die Determinante

7
det | 1
—1

— N <
[N

Aufgabe 98. Man 16se mit Hilfe der Cramerschen Regel

G D)) (2= (5)

Aufgabe 99. Man bestimme die stochiometrischen Koeffizienten fiir mogliche Reaktionen in
den Stoffsystemen

(a) HCI, KMHO4, HgASOg, H3ASO4, MHCIQ, KCL HQO
(b) KQCIQO7, HQS, HQSO4, KQSO4, CI‘Q(SO4)3, HQO, S
Aufgabe 100. Man berechne zu folgenden Matrizen die Eigenwerte und Eigenvektoren:
320 3 -1 1 2 -1 2
{_02 _321 E (ﬂ 030, |[-1 3 1|, |-1 2 =2
0 0 2 1 1 1 2 =2 5

Aufgabe 101. Lésen Sie das Minimierungsproblem min,, |Az — b|? mit

10 0
1 1
A= Rk und b= 3
1 3 4

Aufgabe 102. Eine reelle Matrix S heifit schiefsymmetrisch, falls S = —S7 gilt. Man be-
weise, dass die Eigenwerte von S imaginér sind, d.h. Re();) = 0. Man zeige weiter, dass die
Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten zueinander orthogonal sind.

Klausur ,,Mathematik I vom 4. Februar 2011
Aufgabe 103 (4 Punkte). Sei z = 1 + i mit i? = —1.

(a) Bestimmen Sie Real- und Imaginarteil von 1/(1 + z2).
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(b) Berechnen Sie die exponentielle Darstellung von z, und bestimmen Sie damit alle Lo-
sungen der Gleichung 1/(1 + w?) = i.

Aufgabe 104 (4 Punkte). Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a) lim M, (b) tlglolo VitZe t +e.

rx—T L — T

Aufgabe 105 (4 Punkte). Ein quadratisches Polynom p(t) = a+bt+ct? erfiille die Bedingungen

p(0)=1, p(1)=3, und /0 p(t) dt = 4.

Bestimmen Sie den Wert des Polynoms an der Stelle t = 1/2; also p(1/2).

Hinweis: Fiir eine elegante Losung lasst sich ausnutzen, dass die Fassregel Polynome bis zum
Grad 3 exakt integriert.

Aufgabe 106 (3 Punkte + 3 Zusatzpunkte). Bestimmen Sie ndherungsweise das Volumen des
Rotationskorpers der entsteht, wenn die Funktion y(x) = sin(z) mit 0 < z < 7 um die
x-Achse rotiert. Verwenden Sie hierfiir die Trapezregel mit N = 4 Teilintervallen ([0, 7 /4],
[7/4,7/2], [7/2,3n/4] und [37 /4, 7]).

Zusatz: Berechnen Sie den exakten Wert des Integrals.

Aufgabe 107 (5 Punkte). Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden linearen Dif-
ferentialgleichung durch Variation der Konstanten:

yity=—229 1 oy

t 3

Klausur ,,Mathematik II vom 17. Juli 2015

Aufgabe 108 (4 Punkte und 2 Zusatzpunkte). Weisen Sie nach, dass das Kurvenintegral
/ (y + 1)e” ¥t do 4 (2e® @+ 4 1) dy
K

wegunabhéngig ist. Geben Sie eine zugehorige Stammfunktion F(z,y) an, und verwenden
Sie diese, um den Wert des Integrals fiir den Weg K, gegeben durch x = t* und y = —t,
t € [0,1], zu berechnen.

Zusatz: Sei y(x) Losung zum Anfangswertproblem y(0) = 1 fir die exakte Differentialgle-
ichung
(y(x) + 1)@ 4 (gem W@+ 1)/ (2) = 0.

Bestimmen Sie y(1) ndherungsweise.

Aufgabe 109 (4 Punkte). Sei F(z,y,2) = (v + 2)* + (y — 2)? + 22 — 26. Bestimmen Sie die
partielle Ableitung z, der durch F(x,y, 2(z,y)) = 0 implizit definierten Funktion z(z,y) im
Punkt z =2,y =1, 2z = 3.



Aufgabe 110 (4 Punkte). Bestimmen Sie «, § und 7, so dass

1 4 -2
al2]+813]=|1
4 1 vy

gilt.
Aufgabe 111 (4 Punkte). Bestimmen Sie z und y, so dass f: R? — R mit

. r—1 —y—1
minimal wird.
Aufgabe 112 (4 Punkte). Bestimmen Sie fir die Matrix
4 0 5
A=10 -1 0
-5 0 —4

alle Eigenwerte und einen Eigenvektor zum reellen Eigenwert.
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