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Aufgabe 1 (30 Punkte): (Innere Regularität für die Poisson-Gleichung mit Hilfe der Fouriertrans-

formation)

Es seien Ω ⊂ Rn beschränkt mit Lipschitz-Rand, f ∈ L2(Ω) und u ∈ H1(Ω) eine schwache Lösung

von

−∆u = f in Ω.

Verwenden Sie die Fourier-Tranformation um zu zeigen, dass für jedes V ⊂⊂ Ω gilt u ∈ H2(V ) und

‖u‖H2(V ) ≤ c(V )(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)).

Hinweis: Um die Fourier-Transformation anwenden zu können, müssen zunächst u und f von V

auf Rn fortgesetzt werden. Eine mögliche Fortsetzung ist durch ηu gegeben, wobei η ∈ C∞c (V ′) eine

Abschneidefunktion mit η ≡ 1 auf V und V ⊂⊂ V ′ ⊂⊂ Ω ist. Leiten Sie dann eine Gleichung auf

Rn her, die im schwachen Sinne durch ηu gelöst wird und bei der die Testfunktionen aus H1
loc

(Rn)

sind. Wählen Sie schlieÿlich x 7→ e−ik·x als Testfunktion, um die Gleichung in Fourier-Variablen

umzuschreiben. Die H2-Abschätzung folgt dann aus der äquivalenten Darstellung von H2(Rn) mit

Hilfe der Fouriertransformation.

Aufgabe 2 (10 Punkte): (Satz von Schwarz für schwache Ableitungen) Es sei Ω ⊂ Rn o�en und

u ∈ H2
loc

(Ω). Zeigen Sie, dass

∂iju = ∂jiu für alle i, j ∈ {1, . . . , n}

fast überall in Ω gilt.

Aufgabe 3 (30 Punkte): (Regularität des gestörten Problems)

Es seien Ω ein beschränktes Gebiet im Rn, A0 ∈ Rn×n eine konstante positiv de�nite Matrix und

C > 0, sodass gilt:

Ist f ∈ L2(Ω) und u ∈ H1
0 (Ω) eine schwache Lösung von

−∇ · (A0∇u) = f in Ω, (0.1)

so gilt bereits u ∈ H2(Ω) mit

||u||H2(Ω) ≤ C||f ||L2(Ω).
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Betrachten Sie nun für ein Matrix-Feld A ∈ C1(Ω,Rn×n) mit ||A−A0||C1(Ω) ≤ ε das Problem

−∇ · (A∇u) = f, u ∈ H1
0 (Ω). (0.2)

Zeigen Sie: Es existiert ε0 > 0, sodass für alle 0 < ε < ε0 und f ∈ L2(Ω) eine Lösung u ∈ H2(Ω) ∩
H1

0 (Ω) des Problems (0.2) existiert.

Anleitung: Beweisen Sie die Aussage in drei Schritten:

(i) Leiten Sie zunächst formal (d.h. ohne die Existenz einer Lösung bewiesen zu haben) für eine

Lösung u von (0.2) eine Gleichung mit der linken Seite −∇ · (A0∇u) her.

(ii) Formulieren Sie nun eine Abbildung S : H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)→ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), sodass ein Fixpunkt

von S bereits eine Lösung von (0.2) ist.

(iii) Zeigen Sie nun, dass für kleines ε > 0 die Abbildung S einen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 4 (30 Punkte): (Transformation zum �achen Rand) Es sei Ω ⊂ Rn o�en mit C2-Rand.

Weiter sei A ∈W 1,∞(Ω,Rn×n) auf Ω gleichmäÿig elliptisch. Betrachte einen Randpunkt x0 ∈ ∂Ω und

einen C2-Di�eomorphismus ψ : V ∩ Ω → B2(0)+ := {x ∈ Rn : |x| < 2, xn > 0}, wobei V eine o�ene

Umgebung von x0 ist und ψ(x0) = 0. Für u ∈ H1(Ω) sei

ũ := u ◦ ψ−1.

(a) Leiten Sie die Matrix Ã her, für die∫
Ω∩V

(∇v)T (A∇u) =

∫
B2(0)+

(∇ṽ)T (Ã∇ũ)

für alle ṽ ∈ H1
0 (B2(0)+) gilt, wobei v := ṽ ◦ ψ.

(b) Zeigen Sie, dass Ã ∈W 1,∞(B2(0)+) und dass Ã auf B2(0)+ gleichmäÿig elliptisch ist.

Frohe Weihnachten !!!
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