INSTITUT FUR ANALYSIS TOMAS DOHNAL
TECHNISCHE UNIVERSITAT DORTMUND NiLs DABROCK
PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1 WiSE 16/17

Blatt 8
Abgabe: bis Montag 19.12.2016 in der Vorlesung
(Abgabe alleine oder in Zweiergruppen)

Aufgabe 1 (20 Punkte): (Neumann-Randdaten) Es sei  C R™ offen, beschrankt mit Lipschitz-
Rand und v der #ufere Normalenvektor. Weiter sei u € H?()) eine schwache Losung des Neumann-
Problems zu f € L%(Q), es gelte also

/Vu'sz/fnp Vo € HY(Q).
Q Q
Zeigen Sie, dass u die Gleichungen

—Au =f inQ, Ou-v =0 auf 90

im Distributionssinn beziehungsweise im Spursinn erfiillt.

Bem.: Die Aufgabe zeigt, dass die Neumann-Randdaten “natiirlich” sind, in dem Sinne, dass sie durch
die schwache Formulierung und die Wahl des Testraumes H' automatisch erfiillt werden.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass eine Funktion h € H' () mit Spur S(h) = Vu - v

existiert. (Dies ist eine Folgerung des Satzes von Kirszbraun.)

Aufgabe 2 (30 Punkte): (Neumann-Randdaten 2: Ezistenz und Fredholm-Alternative) Betrachten
Sie fiir 2 C R"™ offen, beschrankt mit Lipschitz-Rand das Problem

Lu=F + G in (H (Q))

Lu=—-V-(AVu)+b-Vu+ cu,
wobei A € L>®(Q,R"*™) gleichméfig elliptisch, b € L>(Q,R"),c € L>*(£, R) und mit

Fe(H'(Q), Gly):= /899(96)%0(56) dS(z) Ve H'(Q),

wobei g € L?(09).

(a) Zeigen Sie, dass genau ein u € HY(Q) mit Lu = F+ G in (H'(Q))’ existiert, falls ¢* := essinfqc
grol genug ist.

(b) Zeigen Sie, dass L : H(2) — (H'(Q))" genau dann ein Isomorphismus ist, wenn Lu = 0 in
(H(Q)) nur trivial 1ésbar ist.

(c) Formulieren Sie das Randwertproblem, dessen schwache Losung durch Lu = F' 4 G beschrieben
wird.
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Aufgabe 3 (25 Punkte): (Helmholtz-Zerlegung)
Es sei Q C R" offen, beschrinkt mit C?-Rand. Wir betrachten Funktionen v : @ — R™ mit ver-
schwindender Normalenkomponente am Rand, d.h.

u e HY(Q,R") := {UGHI(Q,R”)M'V:O auf 90} .

Zeigen Sie, dass sich jede Funktion u € H}(2,R") zerlegen lisst in einen divergenzfreien Anteil und
einen Gradienten: Fiir alle u € H}(Q, R") existieren w,g € H(Q, R") mit u = w + g und es gilt

V-w=0inQ, 3JyYeH(Q): g=V.
Zeigen Sie aufserdem, dass diese Zerlegung eindeutig ist. Wir kénnen also den Raum zerlegen in
H(Q)=WaZ

mit L2(Q)-orthogonalen Unterriumen W und Z.
Hinweis: Leiten Sie zundchst formal aus der Darstellung von u eine Gleichung fiir v her. Verwenden
Sie dann ohne Beweis, dass Lésungen der Poisson-Gleichung in Q in H%(Q) liegen.

Aufgabe 4 (25 Punkte): Zeigen Sie, dass eine Funktion u € W1°°(R") einen Lipschitz-stetigen
Vertreter @ mit Lipschitz-Konstante ||Vul|peogny besitzt.

Bem.: Deswegen gilt auch [|00ul| foorny < |05ul| oo (rny fiir alle i € {1,...,n}, wobei 0'u der Diffe-
renzenquotient von w ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Glittungen ue := u * p. mit dem Glattungskern p: und zeigen Sie zu-
nichst ||Vue||poomny < [|[Vul|poo(mny. Nutzen Sie auflerdem, dass (uc). fast diberall punktweise gegen
u konvergiert.

Bemerkung: Die Folge (u:). approzimiert u nicht in W5 (R™),



