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Aufgabe 1 (20 Punkte): (Spuroperator in H') Es sei Q C R" offen und beschriinkt mit C'-Rand.
Zeigen Sie fiir den Spuroperator S : H(Q) — L?(09)

(a) die Ungleichung

1S @0y < e (1220 + lullz2o) I Vul o)) fiir alle w € H'(%),

(b) die Kompaktheit, d.h. dass es fiir jede beschriinkte Folge (u;); C H'() eine Teilfolge (u;,);,
gibt, so dass S(u;, ) in L?(99) konvergent ist.

Hinweis: Teil (a) erhalten Sie entweder durch Anwendung des Spursatzes auf eine geeignete Funktion
oder durch Modifikation der Abschdtzung im Beweis des Spursatzes aus der Vorlesung, den Sie in
Ihrer Abgabe nicht vollstindig wiederholen miissen. Fir (b) verwenden Sie (a) und einen passenden

Einbettungssatz.
Bemerkung: Die Aussagen gelten auch fiir Q C R™ offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand.

Aufgabe 2 (20 Punkte): (Newton-Potential) Betrachten Sie das Newton-Potential & : R” — R,
welches fiir  # 0 gegeben ist durch

“Liog(lel)  n=2
O(z)=q " 1 2-n
oyl n23
(a) Zeigen Sie
& € LP(B;(0)) falls p € [1, nﬁz) n>2

& e LP(R™\ By(0)) falls p € <%oo> n>3.

(b) Rechnen Sie nach:
/ Vo(z)-v(x)dS(z) = -1
8B,.(0)

fiir alle r > 0, wobei v der dufere Normalenvektor an 0B, (0) ist.
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Aufgabe 3 (25 Punkte): (Direkte Minimierung) Es seien Q0 C R™ offen, beschriankt mit Lipschitz-
Rand, A € L*°(£2, R™*") symmetrisch und gleichmiifig elliptisch, f € L?(Q) und h € H*(Q).

(a) Zeigen Sie die Existenz eines Minimierers von
1
E(u) ::/ EVU - AVu — fudz
Q

in

M :={u € H'(Q) : u = h f.i. auf 9Q}.
(b) Zeigen Sie, dass der Minimierer die eindeutige schwache Losung ist von

-V .- (AVu) = fin Q
u = h auf 0.

Fiir die Eindeutigkeit argumentieren Sie ohne die Sitze von Riesz und Lax-Milgram.

Hinweis: In (a) arbeiten Sie analog zum Beweis des Darstellungssatzes von Riesz.

Aufgabe 4 (20 Punkte): (Interpolationsungleichung) Es sei § ein beschranktes Lipschitz-Gebiet
und p € [2,00). Zeigen Sie die Ungleichung

IVullZoq) < Cllull o) 1 D?ull o(e)

fiir alle u € W2P(Q) N W, () .
Hinweis: Schreiben Sie |VulP = Vu - Vu|Vul|P~2 und approzimieren Sie u durch Funktionen (uy)r C
C2(Q) in WIP(Q) und durch Funktionen (vg)r C W2P(2) N C>®(2) in W2P(Q).

Aufgabe 5 (15 Punkte): (schwache Lisung) Es sei R?2 D Q = B1(0) \ {0}. Bestimmen Sie die
schwache Losung u € HZ(£2) von
—Au=11in Q
u =0 auf 0.

Hinweis: Nutzen Sie aus, dass die Losung dieser Gleichung rotationssymmetrisch ist und daher in der
Form u(x) = h(|z|?) dargestellt werden kann. Bemerkung: Es ist bekannt, dass es keine klassische
Losung dieses Problems gibt.



