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Aufgabe 1 (30 Punkte): (Glättung (molli�cation).) Es sei ρ(t) := cne
− 1

1−t2 für t ∈ [−1, 1] und

ρ(t) = 0 für t ∈ R \ [−1, 1] mit einer Normierungskonstanten cn ∈ R, so dass
∫
Rn ρ(|x|) dx = 1. Für

ε > 0 de�nieren wir den Glättungskern ρε ∈ C∞c (Rn) durch

ρε(x) := ρ( |x|ε )ε−n, x ∈ Rn.

Es sei Ω ⊂ Rn o�en und u ∈ L1
loc

(Rn) mit supp(u) ⊂ Ω. Zeigen Sie:

a) Für alle ε > 0 ist ρε ∗ u ∈ C∞(Rn).

b) Falls supp(u) ⊂⊂ Ω (d.h. supp(u) ist eine kompakte Teilmenge von Ω) und ε < dist(supp(u), ∂Ω),

dann ist ρε ∗ u ∈ C∞c (Ω).

Hinweis für (a): Di�erenzenquotient, majorisierte Konvergenz.

Aufgabe 2 (25 Punkte): (Sobolevräume, schwache Ableitung)

a) Es sei Ω ⊂ Rn o�en. Zeigen Sie, dass Lp(Ω) ⊂ L1
loc

(Ω) für alle p ∈ [1,∞].

b) Es sei R > 0, BR(0) := {x ∈ Rn : |x| < R} und u : BR(0)→ R, x 7→ |x|α, α > 1−n. Für welche
p ≥ 1 ist u ∈W 1,p(BR(0))?

Aufgabe 3 (25 Punkte): Es sei Ω ⊂ Rn o�en und zusammenhängend, u ∈W 1,p
loc

(Ω), p ∈ [1,∞) und

∇u = 0. Zeigen Sie, dass dann u = const. fast überall in Ω.

Hinweis: Arbeiten Sie auf Bällen und verwenden Sie die Glättung (molli�cation) von u.

Aufgabe 4 (20 Punkte): Es sei Ω ⊂ Rn o�en und (uk)k∈N ⊂ W 1,p(Ω) eine Folge mit uk → u

in Lp(Ω) und T∂x1uk → Tf in D′(Ω) für k → ∞, wobei f 6∈ Lp(Ω). Zeigen Sie, dass u 6∈ W 1,p(Ω).

Erinnerung: Für eine Funktion g ∈ L1
loc

(Ω) ist Tg die Distribution Tg : ϕ 7→
∫

Ω g(x)ϕ(x) dx.
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