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Aufgabe 1 (20 Punkte): (Galerkin-Approximation)
Es sei H ein Hilbertraum und es existiere eine Folge von endlichdimensionalen Unterräumen pHnqn Ă

H mit

• Hn Ă Hn`1 für alle n ě 1,

•
Ť

nPN Hn “ H.

Es seien weiter L : H Ñ R stetig und linear und a : H ˆH Ñ R stetig, koerziv und bilinear, d.h.
für u, v P H gilt apu, vq ď C0}u}H}v}H und apu, uq ě c0}u}

2
H für Konstanten 0 ă c0 ă C0.

(a) Zeigen Sie: Für jedes n P N existiert ein un P Hn mit

apun, vq “ Lpvq @v P Hn

und es existiert ein u P H mit

apu, vq “ Lpvq @v P H.

(b) Zeigen Sie die Konvergenz un Ñ u in H für nÑ8.

Aufgabe 2 (30 Punkte): (Wärmeleitungsgleichung mit der Galerkin-Approximation)
Betrachten Sie für Ω “ p0, 1q und f P L2p0,8;L2pΩqq, u0 P L

2pΩq das Problem

Btu “ B
2
xu` f in Ωˆ p0,8q,

u “ 0 auf BΩˆ p0,8q,

up¨, 0q “ u0 in Ω.

(a) Die explizit bekannten Eigenfunktionen von ´B2
x auf Ω mit homogenen Dirichlet-Daten in x “

0, 1 bilden eine ONB pwkqkPN in L2pΩq. Bestimmen Sie die Eigenfunktionen und finden Sie die
approximative Lösung des Problems in jedem zugehörigen endlich-dimensionalen Unterraum.

(b) Zeigen Sie, dass für die schwache Lösung die Energierelation

1

2
}uptq}2L2pΩq `

ż t

0
}∇u}2L2pΩq “

1

2
}u0}

2
L2pΩq `

ż t

0
pfptq, uptqqL2pΩq

gilt. Formulieren sie die Terme auf der linken und rechten Seite dieser Energierelation in Abhän-
gigkeit von den Koeffizienten der approximativen Lösung uN ptq “

řN
k“1 d

N
k ptqwk aus (a), wobei

Sie f und u0 durch die zugehörigen Projektionen auf den endlich-dimensionalen Unterraum
ersetzen.
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Aufgabe 3 (25 Punkte): (Absolutstetige Funktionen)

Es sei f P L1p0, T ;Rq und F ptq :“
t
ş

0

fpsq ds für t P p0, T q. Zeigen Sie: F P W 1,1p0, T ;Rq und für

die Distributionsableitung von F gilt F 1 “ f fast überall. Führen Sie zwei Beweise: Einen durch
Approximation und einen mit Differenzenquotienten.

Aufgabe 4 (25 Punkte): Es sei Ω Ă Rn offen und beschränkt und T ą 0. Weiter sei

uk á u in L2p0, T ;H1
0 pΩqq

Btuk
˚
á v in L2p0, T ;H´1pΩqq.

Zeigen Sie, dass Btu “ v ist, d.h. dass
ż T

0
uptqφ1ptqdt “ ´

ż T

0
vptqφptqdt in H´1pΩq

für alle φ P C8c p0, T q gilt.

Hinweis: Für φ P C8c p0, T q und w P H1
0 pΩq gilt

ż T

0
pBtukqpφwqdt “ ´

ż T

0
puk, φ

1wqL2pΩqdt “ ´

ż T

0
φ1ptq

ż

Ω
ukpx, tqwpxqdxdt.
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