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Aufgabe 1 (20 Punkte): (Galerkin-Approzimation)
Es sei H ein Hilbertraum und es existiere eine Folge von endlichdimensionalen Unterrdumen (Hy,), <
H mit

e H,c H,, firallen >1,

* UnENHn:H'

Es seien weiter L : H — R stetig und linear und a : H x H — R stetig, koerziv und bilinear, d.h.
fiir u,v € H gilt a(u,v) < Collullg|v]|g und a(u,u) > collul|?; fiir Konstanten 0 < ¢y < Co.

(a) Zeigen Sie: Fiir jedes n € N existiert ein u,, € H,, mit
a(up,v) = L(v) YveH,
und es existiert ein v € H mit

a(u,v) = L(v) Yve H.

(b) Zeigen Sie die Konvergenz u,, — w in H fiir n — co.

Aufgabe 2 (30 Punkte): (Warmeleitungsgleichung mit der Galerkin-Approximation)
Betrachten Sie fiir 2 = (0,1) und f € L?(0, 00; L?(Q2)), up € L%(Q2) das Problem

Opu = 02u + f in Q x (0,00),
u=0 auf 0 x (0, 0),
u(+,0) = ug in Q.

(a) Die explizit bekannten Eigenfunktionen von —d2 auf Q mit homogenen Dirichlet-Daten in x =
0,1 bilden eine ONB (wg)ken in L2(£2). Bestimmen Sie die Eigenfunktionen und finden Sie die
approximative Losung des Problems in jedem zugehérigen endlich-dimensionalen Unterraum.

(b) Zeigen Sie, dass fiir die schwache Losung die Energierelation

1 t 1 t
5\\”@)”%2(9) +JO [Valf2q) = §\|U0H%2(Q) + JO (f(£), u(?))r2()

gilt. Formulieren sie die Terme auf der linken und rechten Seite dieser Energierelation in Abhén-
gigkeit von den Koeffizienten der approximativen Losung uy (t) = 3n_, dY (t)wy, aus (a), wobei
Sie f und wg durch die zugehorigen Projektionen auf den endlich-dimensionalen Unterraum
ersetzen.
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Aufgabe 3 (25 Punkte): (Absolutstetige Funktionen)
t
Es sei f € LY(0,T;R) und F(t) := § f(s)ds fiir t € (0,T). Zeigen Sie: F € Wh1(0,T;R) und fiir

0
die Distributionsableitung von F gilt F’ = f fast {iberall. Fiihren Sie zwei Beweise: Einen durch

Approximation und einen mit Differenzenquotienten.

Aufgabe 4 (25 Punkte): Es sei Q < R” offen und beschrénkt und 7" > 0. Weiter sei

up — u in L*(0,T; HY ()
druy, = v in L2(0,T; H1(Q)).

Zeigen Sie, dass dyu = v ist, d.h. dass

T T
f u(t)g' (t)dt = —f v(t)p(t)dt  in H1(Q)

0
fiir alle ¢ € CX(0,7T) gilt.
Hinweis: Fiir ¢ € CX(0,T) und w € H}(Q) gilt

T

JT(é’tUk)(st)dt = — JOT(uk, ¢'w) 20y dt = _J

0 0

¢'(t) L up(, t)w(z)dzdt.



