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Aufgabe 1 (20 Punkte):
Sei Ω Ă Rn offen und beschränkt, A P L8pΩ,Rnˆnq gleichmäßig elliptisch und u P H1pΩq X L8pΩq

eine schwache Lösung von
´∇ ¨ pA∇uq “ 0 in Ω.

Für ein gegebenes konvexes φ P C2pRq setzen wir w :“ φpuq. Zeigen Sie, dass w eine schwache
Unterlösung ist, d.h. ˆ

Ω
∇v ¨A∇w ď 0

für alle v P H1
0 pΩq, v ě 0.

Aufgabe 2 (15 Punkte):
Sei u eine glatte Lösung von

Btu´∆u “ 0 in Rn ˆ p0,8q.

Zeigen Sie, dass vpx, tq :“ x ¨∇upx, tq` 2tBtupx, tq auch eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung ist.
Hinweis: Nutzen Sie aus, dass xj und Bxju für j P t1, . . . , nu auch Lösungen sind und untersuchen
Sie die Wärmeleitungsgleichung für das Produkt zweier Lösungen.

Aufgabe 3 (25 Punkte): (Wärmeleitungskern mit L1 Funktionen)
Zeigen Sie für den Wärmeleitungskern H und eine beliebige Funktion g P L1pRnq, dass

›

›

›

›

ˆ
Rn

Hp¨ ´ y, tqgpyqdy ´ gp¨q

›

›

›

›

L1pRnq

Ñ 0 für tŒ 0.

Hinweis: Approximieren Sie g durch eine CcpRnq-Funktion.
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Aufgabe 4 (25 Punkte): (Nichtlineare Wärmeleitungsgleichung)
Sei Ω Ă Rn offen und beschränkt und 0 ď u0 P CpΩqmit u0 ı 0. Zeigen Sie, dass das Existenzintervall
p0, T q für das Anfangsrandwertproblem

Btu´∆u “ u2 in Ωˆ p0, T q

∇u ¨ ν “ 0 auf BΩˆ p0, T q

up0q “ u0 auf BΩˆ tt “ 0u

endlich ist, d.h. es gibt ein T 1 “ T 1pu0,Ωq ą 0, sodass für T ą T 1 keine glatte Lösung u existiert.
Hinweis: Leiten Sie für den räumlichen Mittelwertmptq :“

ffl
Ω u von u eine gewöhnliche Differentialun-

gleichung her. Bestimmen Sie dann die Lösung h der zugehörigen gewöhnlichen Differentialgleichung
und zeigen Sie, dass mptq ě hptq ist.

Aufgabe 5 (15 Punkte): (Nicht-wohlgestellte Wärmeleitungsgleichung)
Zeigen Sie, dass die Wärmeleitungsgleichung mit vorgegebenen stetigen Daten auf BΩ, sowie in t “ 0

und t “ T im Allgemeinen kein wohlgestelltes Problem ist (die Existenz einer Lösung gilt für spezielle
Daten nicht).
Betrachten Sie dazu im Detail für ein offenes, beschränktes Ω Ă Rn das Problem

Btu´∆u “0 in Ωˆ p0, T q

u “φ auf BpΩˆ p0, T qq

und wählen Sie φ P CpBpΩˆ p0, T qqq so, dass das Problem keine Lösung hat.
Hinweis: Verwenden Sie das Maximumprinzip.
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