
Institut für Analysis

Technische Universität Dortmund

Qualitative Aspekte gewöhnlicher Differentialgleichungen

Tomá² Dohnal

tomas.dohnal@math.tu-dortmund.de

SoSe 2014

Blatt 9

wird besprochen: 18.6.2014

Problem 1: Für das folgende System �nde eine Lyapunov-Funktion.

dx/dt = −x+ y − y2 − x3,
dy/dt = x− y + xy.

Hinweis: Probiere eine möglichst kurze Potenzreihe, die mit quadratischen Termen anfängt.

Problem 2: Betrachte

dx/dt = f(x), f ∈ C1(Rn,Rn) (0.1)

und V ∈ C1(Rn,R) mit ∇V (x) 6= 0 für alle x ∈ Rn mit V (x) = 0.

Angenommen M := {x ∈ Rn : V (x) ≤ 0} ist positiv invariant bezüglich (0.1), zeige, dass

V̇ (x) = ∇V (x) · f(x) ≤ 0 für alle x ∈ ∂M.

Problem 3: Betrachte ein Gradientensystem dx/dt = −∇g(x) mit g ∈ C2(E,R), E ⊂ Rn o�en,

0 ∈ E und ∇g(0) = 0. Zeige, dass falls g einen Sattelpunkt in x = 0 hat, dann ist x(t) ≡ 0 instabil.

Problem 4:

(a) Zeige, dass die Linearisierung eines beliebigen Gradientensystems in einem kritischen Punkt nur

reelle Eigenwerte hat.

(b) Zeige, dass die Linearisierung eines beliebigen zwei-dimensionalen Hamiltonschen Systems dx/dt =

∂yH(x, y), dy/dt = −∂xH(x, y) mit x(t), y(t) ∈ R folgende Eigenwerte hat: entweder λ1,2 = ±µ
oder λ1,2 = ±iµ mit µ ∈ R.

Problem 5: Betrachte das Hamiltonsche System in R2n, n ∈ N gegeben durch die Hamiltonsche

Funktion

H(q, p) =
1

2

n∑
j=1

p2j + U(q)

mit U ∈ C1(Rn,R). Sei U(0) = 0 ein lokales Maximum von U und

U(q) = −
n∑

j=1

ajq
2m
j + h(q),

wobei h(q) = O(|q|2m+1) und |∇h(q)| = O(|q|2m) für |q| → 0 mit einem m ∈ N und a1, . . . , an > 0.

Zeige, dass (q, p) = (0, 0) ein instabiler kritischer Punkt des Hamiltonschen Systems ist.
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