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Problem 1: Fiir das folgende System finde eine Lyapunov-Funktion.

de/dt = —x +y —y? — 2°,

dy/dt = x — y + xy.
Hinweis: Probiere eine moglichst kurze Potenzrethe, die mit quadratischen Termen anfingt.
Problem 2: Betrachte
dx/dt = f(z), feCYR"R") (0.1)

und V € CHR™,R) mit VV (z) # 0 fiir alle z € R” mit V(x) = 0.
Angenommen M := {z € R": V(z) < 0} ist positiv invariant beziiglich (0.1)), zeige, dass

V(z) =VV(x)- f(z) <0 fiir alle z € OM.

Problem 3: Betrachte ein Gradientensystem dz/dt = —Vg(z) mit g € C?(E,R), E C R" offen,
0 € F und Vg(0) = 0. Zeige, dass falls g einen Sattelpunkt in = 0 hat, dann ist z(¢) = 0 instabil.

Problem 4:

(a) Zeige, dass die Linearisierung eines beliebigen Gradientensystems in einem kritischen Punkt nur
reelle Eigenwerte hat.

(b) Zeige, dass die Linearisierung eines beliebigen zwei-dimensionalen Hamiltonschen Systems dz/dt =
OyH (x,y),dy/dt = —0,H (x,y) mit z(t),y(t) € R folgende Eigenwerte hat: entweder \j o = +p
oder Ao = iy mit p € R.

Problem 5: Betrachte das Hamiltonsche System in R?", n € N gegeben durch die Hamiltonsche

Funktion

1~ o
Hg.p) = 5> v} +Ula)
7j=1
mit U € CY(R",R). Sei U(0) = 0 ein lokales Maximum von U und
Ulg) == a;g;™ + h(q),
j=1

wobei h(q) = O(|q|**1) und |Vh(q)| = O(|q|*™) fiir |g| — 0 mit einem m € N und ay,...,a, > 0.
Zeige, dass (¢,p) = (0,0) ein instabiler kritischer Punkt des Hamiltonschen Systems ist.



