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Problem 1: Fiir folgende Systeme finde alle kritischen Punkte und, falls méglich, mit Hilfe der

Linearisierung bestimme ihre Stabilitat.

(a)

dl’l/dt =1 — T1T2
dxy/dt = zo — 22

dl‘l/dt = -1 + .132(1 + Il)
dxg/dt = —901(1 + $1)

Problem 2: Betrachte folgendes System in Polarkoordinaten (r,6).
dr/dt =r — 3

df/dt =1 — cos(20)

(a) Bestimme die Ruhelagen und wende die Linearisierungsmethode an um ihre Stabilitédt zu be-
stimmen.

(b) Zeichne das Phasendiagram in den kartesischen Koordinaten (z,y) mit z = rcos(f),y =
rsin(d). Welche radialen Abschnitte sind invariant? Bestimme die w-Limes-Mengen fiir alle
Punkte (z,y) € R2.

(¢) Modifiziere die Gleichung, so dass sie eine instabile Ruhelage besitzt, gegen die aber alle Lo-
sungen fiir t — oo konvergieren.

Problem 3: Fiir folgendes Systeme bestimme die Stabilitét des kritischen Punktes (0, 0).

dry/dt = x9 + (23 + 23)zy
daig/dt = —x1 + (l‘% + I%).TQ

Hinweis: Falls Linearisierung keine Aussage liefert, betrachte die Gleichung fiir v(t) = z3(t) +
2
x5(t).

Problem 4: Zeichne in der Ebene:

(a) Eine Trajektorie I' mit a(T) = w(T') = {x},T # {x} fiir ein = € R2.
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(b) Eine Trajektorie I', so dass w(I") ein periodischer Orbit ist.
(c) Eine Trajektorie I', so dass w(I") aus einem Orbit und einem kritischen Punkt besteht.

Das Hinschreiben zugehériger ODE-Systeme ist optional.
Problem 5: Beweise folgenden Satz
Theorem 0.1 Sei Re(o(A)) < 0 fir ein A € R™ ", so dass
et < Ke ! (|M| ist die Frobenius-Norm der Matriz M)

fiir ein K > 0,0 > 0 und alle t > 0. Sei B : R — R™*"™ stetig auf t € [0,00). Falls ein T > 0 existiert,
so dass
|B(t)| < o/K fir allet>T,

dann ist die Losung y =0 von

dy/dt = (A + B(t))y
asymptotisch stabil.

Hinweise:

1) Anfangswertproblem mit dem Anfangswert y(0) = yo € R™ mit Hilfe der Variation der Konstanten
als Integralgleichung umschreiben.

2) Angenommen ¢r(yo) ist beschrinkt, wende Gronwall-Lemma an, um zu zeigen, dass |¢¢(yo)| <
K|pr(yo)|le=*®=T) fiir alle t > T und ein o > 0.

3) Wieder mit Gronwall (auf [0,T)) zeige, dass fiir ¢ > 0 gegeben, Anfangsdaten yo klein genug
gewéhlt werden kénnen, so dass |¢:(yo)| < € fiir alle t > 0 bleibt.



