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1. Einleitung
Die Hauptreferenz dieser Vorlesung ist [2]. Es werden aber auch andere Quellen benutzt,
wie [3] oder [1].

"Differentialgleichungen sind Gleichungen mit Funktionen (Unbekannten) und ihren
Ableitungen"

Beispiel.

1. dx
dt (t) = x(t) für alle t ∈ R; Lösung: x(t) = cet

2. dx
dt (t) = c ∈ R für t ∈ R; Lösung: x(t) = ct+ d für alle d ∈ R

Definition. Seien m,n ∈ R, I ein Intervall und F : I × Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
(n−1) mal

→ Rn

F

(
t, x,

dx

dt
,
d2x

dt2
, ...,

dmx

dt2

)
= 0, t ∈ I (1.1)

(kurz : F (t, x, ẋ, ẍ, ..., x(k) = 0) heißt eine gewöhnliche Differentialgleichung (ODE) der
Ordnung m.

Bemerkung.

• In (1.1) ist nur eine unabhängige Variable: t (oft ist t die Zeit).

• Bei partiellen Differentialgleichungen (PDE) gibt es mehrere unabhängige Variablen.

Beispiel.

∂2
t u− ∂2

xu = 0 (Wellengleichung)

Definition. x : I → Rn heißt eine Lösung von (1.1) in I, falls x ∈ Cm(I,Rn) und

F (t, x(t), ẋ(t), ..., x(k)(t)) = 0, t ∈ I
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Anwendungen von ODEs finden sich “überall”, einige Beispiele sind:

• Biologie: Populationsmodelle

• Finanz: Verzinsung, Bewertung von Wertpapieren

• Chemie: Reaktionsgleichungen, radioaktiver Zerfall

• Mechanik: Planetenbahnen, Pendel, Oszillator

• Elektrotechnik: Schwingkreis

1.1. Erste Beispiele
1) Bevölkerungswachstum

(a) Die Änderungsrate ist proportional zur aktuellen Populationsgröße.
Modell:

ẋ(t) = αx(t), t > 0 mit α > 0 (1.2)

Lösungen:

x(t) = ceαt mit c ∈ R beliebig

Behauptung. Jede Lösung von (1.2) hat die Form x(t) = ceαt mit c ∈ R

Beweis. Sei x(t) eine Lösung

d

dt

(
x(t)e−αt

)
= ẋ(t)e−αt − αx(t)e−αt

= (ẋ(t)− αx(t))︸ ︷︷ ︸
=0

e−αt = 0

⇒ x(t)eαt = c ∈ R, d.h. x(t) = ceαt

Bemerkung. c kann durch die Anfangsbedingungen (AB) x(0) = x0 ∈ R ermittelt
werden.

x(0) = ceα·0
!= x0 ⇒ c = x0

Zusammenfassung. Das Anfangswertproblem (1.1) hat die eindeutige Lösung
x(t) = x0e

αt.

(b) Logistisches Wachstum - realistischer: kein unbegrenztes Wachstum (zum Beispiel
durch endliche Ressourcen)

ẋ = αx

(
1− x

κ

)
, t > 0

x(0) = x0

mit α > 0

(1.3)

• für x ∈ (0, κ) ist ẋ > 0 (Wachstumsrate positiv)

• für x > κ ist ẋ < 0 (Rückgängig)
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• für x = κ ist ẋ = 0 (Equilibrium)

x

t

κ

x0

x0

LösungskurvenLösungskurvenLösungskurven

Lösung von (1.3):

x(t) = x0κ

x0 + e−αt(κ− x0) (Separation der Variablen)

2) Radioaktiver Zerfall
Annahme: Die Zerfallsrate ist proportional zur aktuellen Masse x(t){

ẋ(t) = −λx, t > 0
x(0) = x0

⇒ x(t) = x0e
−λt (1.4)

3) Harmonischer Oszillator
Annahme: Die einzige äußere Kraft ist die Gravitation
Kräfte:
•

Fg = mg (Gewichtskraft)

•
Ff (x) = −kx, k > 0 (Federkraft)

• in der Ruhelage x = x0 ist Fg = −Ff (x0), d.h. mg − kx0 = 0
Sei y := x− x0

• 2. Newtonsches Gesetz:
mẍ︸︷︷︸
mÿ

= Fg + Ff (x)︸ ︷︷ ︸
=mg−kx

mÿ = mg − kx0 − k(x− x0) = −ky
(1.5)

Also

ÿ = −ω2y,

wobei

ω2 = k

m
.

Lösung von (1.5) : y(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt) mit a, b ∈ R beliebig, a, b werden durch die
Anfangsbedingungen festgelegt:

y(0) = y0, ẏ(0) = y1, a = y0, b = y1
ω

Eindeutige Lösung von AWP:

y(t) = y0 · cos(ωt) + y1
ω
· sin(ωt)
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4) Mathematisches Pendel

x

l

Fg
Fr

Ruhelage

m

• Rückstellkraft:

Fr(x) = Fg · sin(x) = mg · sin(x)

• Newton:

tangentiale Beschleunigung: lẍ

⇒ mlẍ = −Fr(x) = −mg · sin(x) (1.6)

das heißt

ẍ+ ω2 sin(x) = 0, ω2 = g

l

Die Lösung von (1.6) existiert also, ist aber im Allgemeinen nicht explizit.
• offenbare explizite Lösungen:

x ≡ n · π, n ∈ Z :
{
n = 2k, k ∈ Z, stabile Ruhelage
n = 2k + 1, k ∈ Z, instabile Ruhelage

5) Räuber-Beute-Modell (Lotka-Volterra)

x(t) = Beute-Population
y(t) = Räuber-Population

}
zur Zeit t

Modell: ẋ = ax− byx
ẏ = −cy + dyx

}
mit a, b, c, d > 0 gegeben

ist im Allgemeinen nicht explizit lösbar

Definition. ODE (1.1) heißt linear, falls F linear von x, ẋ, ..., x(k) abhängt, sonst heißt sie
nicht-linear.

Bemerkung. Die Beispiele (1) - (3) sind linear, Beispiele (4),(5) sind nicht-linear.
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1.2. Fragestellungen der ODE-Theorie
(i) Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

von
{

ODE - in der Regel keine eindeutige Lösung
AWP - unter Bedingungen herrscht Eindeutigkeit

(ii) Lokale oder globale Existenz
• lokal für t ∈ (t∗, t∗)

• global für alle t ∈ R oder t ∈ (0,∈ ∞)
⇒ Beispiel (1) a,b

Beispiel. ODE mit {
ẋ(t) = x2, t > 0
x(0) = α ∈ R gegeben

⇒ ẋ = dx

dt
= x2

Dann ist

x−2(t)dx
dt

= 1 (falls x(t) 6= 0).

Mit Integration folgt ∫
x−2(t)dx

dt
=
∫

1dt∫
x2dx = t+ c

−x−1 = t+ c

x(t) = − 1
t+ c

x(0) = α ⇒ −1
c

= α

⇒ c = − 1
α

Also

x(t) = − 1
t− 1

α

⇒ Blow-Up in t = 1
α , also nur lokale Existenz der Lösung.

x

t

α

1
α
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(iii) Abhängigkeit der Lösung von Daten (Anfangsdaten oder Parameter)

(iv) Techniken zur Berechnung von Lösungen

(v) Qualitatives Verhalten
(Beschränktheit, invariante Mengen, periodische Lösungen, Asymptotik für t→∞,
Stabilität)

1.3. Inhalte der Vorlesung (vorläufig)
(I) Einleitung: Richtungsfeld, Phasenebene, Spezielle Gleichungen

(II) Existenz, Eindeutigkeit: Satz von Picard-Lindelöff, Maximales Existenzintervall

(III) Lineare Systeme: ẋ = Ax+ b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn

(IV) Abhängigkeit von Daten

(V) Stabilität

(VI) Existenzsatz von Peano

1.4. Richtungsfeld, Phasenportrait
(a) Skalare ODEs erster Ordnung:

ẋ = f(t, x)︸ ︷︷ ︸
Steigung von
x(t) zur Zeitt
beim Wert x

, f : R× R→ R (1.6)

Beispiel.
ẋ = t2 + x2

t

x

Linienelemente:
Geradenstücke mit Steigung m = t2∗ + x2

∗

Definition. Betrachte (1.6). Das Triple (t, x, f(t, x)) ∈ R3 heißt Linienelement. Die
Gesamtheit aller Linienelemente von (1.6) heißt Richtungsfeld.

Definition. Kurven t 7→ x(t), gegeben durch f(t, x) = c ∈ R, heißen Isoklinen. Eine
Lösungskurve t 7→ x(t) für ẋ = f(x, t), f : Rn × Rn → Rn heißt Trajektorie oder Orbit.
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Bemerkung.

(a) Trajektionen folgen dem Richtungsfeld
(b) Isokline = Kurve des gleichen Anstiegs von x
(c) im autonomen Fall (f unabhängig von t, das heißt f = f(x), f : R→ R) sind die

Linienelemente offenbar von t unabhängig

Beispiel. (Logistische Gleichung)

ẋ = x(1− x
κ), κ > 0

t

x

κ

Alternative Darstellung für skalare autonome ODEs:

Beispiel. (Logistische Gleichung)

Pfeil mit orientierter Länge:
f(x∗)

0 κ x∗ x

(b) Autonome Systeme von zwei Gleichungen

ẋ = f1(x, y)
ẏ = f2(x, y)

}
mit f : R2 → R2 (1.7)

Definition. Für (1.7) heißt (x, y, f(x, y)) ∈ R4 das Linienelement und deren Gesamtheit
das Richtungsfeld.

Beispiel. (Lotka-Volterra)

ẋ(t) = (a− by)x
ẏ(t) = (cx− d)y

}
mit a, b, c, d > 0 (1.8)

x(t) = Beutepopulation
y(t) = Räuberpopulation

}
zur Zeit t.
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x

y

d
c

a
b

Lösungskurve ist periodisch
→ Beweis später

f1 = 0

Definition. Betrachte ein autonomes System

ẋ = f(x), f : Rn → Rn (1.9)

a) Punkt u∗ ∈ Rn heißt Ruhepunkt (kritischer Punkt, Equilibrium), falls f(u∗) = 0

b) Für n = 2 heißt die Ebene (x, y) ∈ R2 die Phasenebene und die Gesamtheit der
Trajektionen das Phasenportrait.

Bemerkung. Ruhepunkte sind konstante Lösungen

Beispiel. In (1.8) gibt es zwei Ruhepunkte:

(0, 0),
(
d

c
,
a

b

)
Phasenportrait (Räuber-Beute-Modell)

x

y

d
c

a
b
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Definition. Eine nicht konstante Funktion Φ : Rn → R heißt erstes Integral von (1.9),
falls Φ konstant entlang Lösungen ist. Das heißt, für jede Lösung x(t) gibt es ein c ∈ R,
sodass Φ(x(t)) = c, ∀ t ∈ R

Bemerkung. Trajektorien liegen in Niveaumengen des ersten Integrals.
• Die Niveaumenge zu c ∈ R ist Φ−1(c) = {x ∈ R : Φ(x) = c}

Beispiel. Lotka-Volterra für x, y > 0

Φ(x, y) = c

a
x+ b

a
y − d

a
log

(
cx

a

)
− log

(
by

a

)
ist ein erstes Integral. (Herleitung: siehe [2])
• Kontrolle, dass Φ ein erstes Integral ist.
Zu zeigen:

d

dt
Φ(x(t), y(t)) = 0 für jede Lösung (x, y)

d

dt
Φ(x(t), y(t)) = ∂xΦẋ+ ∂yΦẏ

= ∂xΦ(x(t), y(t))ẋ(t) + ∂yΦ(x(t), y(t))ẏ(t))

Es gilt:

= ∇Φ =


c

a

(
1− d

a

a

cx

)
b

a

(
1− a

by

)
 .

Also

d

dt
Φ(x(t), y(t)) =

(
c

a
− d

a

1
x

)
(a− by)x︸ ︷︷ ︸

=ẋ

+
(
b

a
− 1
y

)
(cx− d)y︸ ︷︷ ︸

=ẏ

= 0.

Außerdem gilt:

∇Φ = 0⇔ (x, y) =
(
d

c
,
a

b

)
D2Φ =

(
d
a

1
x2 0
0 1

y2

)
ist positiv definit

⇒
(
d

c
,
a

b

)
ist globales Minimum von Φ : (0,∞)2 → R

Niveaumengen sind geschlossene Jordan-Kurven
• Lösungen existieren global (d.h. für alle t ∈ R)→ siehe Kapitel II
• Also folgt, dass alle Lösungen mit (x(0), y(0)) ∈ (0,∞)2 periodisch sind, d.h.

∀ (x(0), y(0)) ∈ (0,∞)2 ∃ τ > 0 : (x, y)(t+ τ) = (x, y)(t), ∀ t ∈ R

Beispiel. (Mathematisches Pendel)

ẍ+ ω2 sin(x) = 0
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Transformation zum System erster Ordnung:

u := x, v := ẋ⇒
{
v̇ + ω2 sin(u) = 0
u̇ = v

(1.10)

suche Φ(u, v), sodass ∂uΦ(u, v)u̇+ ∂vΦ(u, v)v̇ = 0, das heißt ∂uΦv − ∂vΦω2 sin(u) = 0
• einfachstes Φ: Φ(u, v) = 1

2v
2 − ω2 cos(u)

• übliche Wahl: Φ(u, v) = 1
2v

2 + ω2(1− cos(u)) ⇒ sodass Φ ≥ 0
• Ruhepunkte: (kπ, 0), k ∈ Z

∇Φ(u, v) =
(
ω2 sin(u)

v

)
, D2Φ(u, v) =

(
ω2 cos(u) 0

0 1

)

• u = 2nπ ⇒ D2Φ(u, v) ist positiv definit, da (2πn, 0) ein lokales Minimum von Φ ist
(untere Ruhelage)
• u = ((2n+ 1)π)⇒ D2Φ(u, v) ist indefinit

⇒ ((2n+ 1)π, 0) ist ein Sattelpunkt.

Phasenportrait (Mathematisches Pendel)

v

u−π π 2π−2π

Oszillation um die stabile Ruhelage

Überschlag des Pendels

1.5. Wichtige ODE-Typen & Lösungsverfahren

Allgemeine Form:

F (t, ẋ, ẍ, ..., x(k)) = 0, F : I × Rn × ...× Rn → Rn

1) {
Skalare ODE: n = 1
ODE-Systeme: n > 1

Bemerkung. Eine ODE m-ter Ordnung kann immer als ein größeres System erster
Ordnung ungeschrieben werden.

y1 := x, y2 := ẋ, ym := x(m−1) ⇒



ẏ1 = y2
ẏ2 = y3
...
ẏ(m−1) = ym
F (t, y1, y2, ..., ym, ẏm) = 0
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2) Homogene ODE
In (*) ist kein Term der Form h(t), z.B. ẍ+ ω2 sin(x) = 0
inhomogene ODE: z.B. ẋ = x+ t

3) Lineare ODE
Eine wichtige Klasse ist ẏ = My + f(t), M ∈ Rn×n, f : R → Rn
nichtlineare ODE: oft nicht explizit lösbar

4) Autonome ODE
F = F (x, ẋ, ..., x(m), d.h. F hängt nicht direkt von t ab → hier sind Richtungsfeld &
Phasenportrait sinnvoll

5) separable ODEs (ODE mit getrennten Variablen) ẋ(t) = g(x)h(t), g, h : R→ R

6) exakte ODE
∂xF (x, y) + ∂yF (x, y) dydx = 0

7) Bernoulli-ODE
ẋ+ g(t)x+ h(t)xα = 0, α 6= 1 ⇒ lässt sich als lineare ODE umschreiben

8) Riccati-ODE
ẋ+ g(t) + h(t)x2 = k(t)

Bemerkung. Für 3 - linear, 5,6,7,8 gibt es spezielle Lösungsverfahren
(3a) Lineare homogene ODEs

m∑
j=0

aj(t)x(j)(t) = 0, t ∈ I ⊂ R

mit aj : I → Rn×n, x ∈ I → Rn
Hier gilt die Superposition: "für zwei Lösungen x, y ist auch αx+ βy eine Lösung"(für
α, β ∈ R beliebig).

(3b) Skalare lineare ODEs der Form

ẋ = a(t)x+ b(t), t ∈ I ⊂ R (1.11)

(i) Homogenes Problem

ẋh = a(t)xh, t ∈ I (hom)

xh(t) = ce

∫ t
t0
a(s)ds mit t0 ∈ I beliebig (1.12)

Behauptung. Jede Lösung von (hom) hat die Form (1.12).

Beweis.
Sei xh eine Lösung von (hom) und sei

A(t) : =
∫ t

t0
a(s)ds

für ein t0 ∈ I fest.

d

dt

(
xh(t)e−A(t)

)
= (ẋh − a(t)xh(t)) e−A(t) = 0,

da xh eine Lösung ist.

⇒ xh(t)e−A(t) = c̃
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(ii) Inhomogenes Problem (1.11)

• suche eine ("partikuläre") Lösung xp

• Ansatz:

xp(t) = c(t)eA(t) (Variation der Konstanten)

ẋp(t) = (ċ(t)t+ c(t)a(t))eA(t)

= a(t)xp(t) + b(t)
= a(t)c(t)eA(t) + b(t)

⇒ ċ(t) = e−A(t)b(t)

Eine Lösung ist

c(t) =
∫ t

t0
e−A(s)b(s) ds,

also ist

xp(t) = eA(t)
∫ t

t0
e−A(s)b(s)ds

auch eine Lösung von (1.11).

Satz 1.1 Sei t0 ∈ I beliebig. Jede Lösung von (1.11) hat die Form

x(t) = ceA(t) + eA(t)
∫ t

t0
e−A(s)b(s)ds. (1.12)

Das heißt, sie ist Summe der allgemeinen homogenen Lösung und einer partikulären
Lösung der inhomogenen Gleichung.

Beweis. Sei y eine Lösung von (1.11) und sei x wie in (1.12).

d

dt
(y − x) = a(t)(y − x) + b(t)− b(t)

⇒ (y − x) ist eine homogene Lösung
⇒ (y − x) = c̃eA(t), c ∈ R
⇒ y hat die Form (1.12)

Bemerkung.

• Beim Anfangswertproblem wählt man oft t0 = Zeit der AB
• c wird durch die AB bestimmt.
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Beispiel. 
ẋ = cos(t)︸ ︷︷ ︸

a(t)

x+ t, t ∈ R

x(0) = 1

A(t) =
∫ t

0
cos(s)ds

= sin(t) ⇒ x(t) = cesin(t) + esin(t)
∫ t

0
e− sin(s)s ds

x(0) = 1 ⇒ c = 1

⇒ x(t) = esin(t)
(

1 +
∫ t

0
se− sin(s)ds

)

(3c) Lineare Systeme der Form:

ẋ = Mx+ f(t) mit M ∈ Rn×n, f : R → Rn

⇒ Siehe Kap. III

(5) : separable ODEs
ẋ = g(x)h(t)

Beispiel. {
ẋ = (x2 + 1)t2, t ∈ R
x(0) = x0

1
x2 + 1

dx

dt
= t2

⇒
∫ 1
x2 + 1

dx

dt
dt =

∫
t2dt (Substitution von x(t))∫ 1

x2 + 1dx =
∫
t2dt

⇒ arctan(x) = t3

3 + c

⇒ x(t) = tan
(
t3

3 + c

)

mit AB:

x(0) = tan(c) = x0,

⇒ c = arctan(x0)

und somit
x(t) = tan

(
t3

3 + arctan(x0)
)
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Satz 1.2 Sei h ∈ C(α, β),R), g ∈ C(a, b),R), t0 ∈ (α, β), x0 ∈ (a, b) und betrachte

ẋ = g(x)h(t)
x(0) = x0

}
(1.13)

(a) Falls g(x0) 6= 0, dann gibt es δ > 0, sodass

x(t) := G−1(H(t)) (1.14)

die eindeutige Lösung von (1.13) ist auf Jδ := (t0 − δ, t0 + δ), wobei

G(x) =
∫ x

x0

1
g(s)ds

und
H(t) =

∫ t

t0
h(s)ds.

(b) Falls g(x0) = 0, dann ist x(t) ≡ x0 eine Lösung auf (α, β), aber andere Lösungen können
existieren.

Beweis.

(a) g(x0) 6= 0
(i) Eindeutigkeit: Sei x(t) eine Lösung von (1.13).

• g und x sind stetig

⇒ g ◦ x stetig ⇒ ∃δ > 0 : g(x(t)) 6= 0, ∀t ∈ Jδ
(1.13)⇒ ẋ

g(x(t)) = h(t), ∀t ∈ Jδ

• Linke Seite:

ẋ

g(x(t)) = d

dt
G(x(t)) (Kettenregel)

⇒ d

dt
G(x(t)) = h(t)

G(x(t)−G(x(t0))︸ ︷︷ ︸
=0

=
∫ t

t0
h(s)ds︸ ︷︷ ︸
H(t)

(Integration)

⇒ G(x(t)) = H(t) ∀t ∈ Jδ

• G′(y) = 1
g(y)

⇒ G′(x(t)) = 1
g(x(t)) 6= 0 ∀t ∈ Jδ

⇒ ∃ Umkehrfunktion G−1

⇒ x(t) = G−1(H(t)) ∀t ∈ Jδ

(ii) Zu zeigen: (1.14) ist eine Lösung
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• g, h sind stetig, g(x0) 6= 0

⇒
{
∃ ε > 0 : G ∈ C1(x0 − ε, x0 + ε)
H ∈ C1(α, β)

• G′(x0) = 1
g(x0) 6= 0

Also ist nach dem Umkehrsatz

G−1(H) ∈ C1(Jδ) für ein δ > 0

Nun sei x(t) gegeben durch (1.14):

x(t) = G−1(H(t))

ẋ(t) = 1
G′(G−1(H(t)))H

′(t)

= g(G−1(H(t)))h(t)
= g(x(t))h(t)

x(t0) = G−1(H(t0)) = G−1(0) = x0

(b) g(x0) = 0
⇒ x(t) ≡ x0 ist offensichtlich eine Lösung.

Es genügt, ein Beispiel ohne eine eindeutige Lösung zu finden.
Wir wählen: {

ẋ =
√
x, t ∈ R

x(0) = 0

x−
1
2
dx

dt
= 1

∣∣∣∣∫ dt

⇒
∫
x−

1
2dx = t+ c

2
√
x = t+ c

⇔ x = 1
4(t+ c)2

x(0) = 1
4c

2 != 0 ⇒ c = 0

⇒ x(t) = 1
4 t

2

ist eine Lösung

(6) exakte ODEs haben die Form

∂xF (x, y) + ∂yF (x, y)dy
dx

= 0 (= d

dx
(F (x, y(x)))

Betrachte

g(x, y) + h(x, y)dy
dx

= 0, x ∈ I ⊂ R (1.15)

Definition. Falls ∃ F ∈ C1(R2) : ∂xF = g, ∂yF = h, dann ist (1.15) äquivalent zu
d
dxF (x, y(t)) = 0 und die ODE (1.15) heißt exakt.
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Bemerkung. Lösungen von (1.15) sind dann implizit durch F (x, y(t)) = c gegeben.

Beispiel.

2x+ y2︸ ︷︷ ︸
g(x,y)

+ 2xy︸︷︷︸
h(x,y)

dy

dx
= 0 (1.16.1)

• suche F (x, y), sodass ∂xF = 2x+ y2, ∂yF = 2xy

• eine Möglichkeit: F (x, y) = xy2 + x2

• Lösungen sind gegeben durch xy2 + x2 = c

Hier kann y explizit berechnet werden:

y(x) = ±
(
c− x2

x

) 1
2

für x ∈ (−∞,
√
c] ∪ (0,

√
c]

y(0) = 0 nach (1.16.1)

Nur c = 0 erlaubt die Definition der Lösung in x = 0.

Satz 1.3 Seien g, h ∈ C1((α, β)× (γ, δ),R) und sei ∂yg = ∂xh auf (α, β)× (γ, δ) =: Ω. Dann ist
(1.15) exakt und ein zugehöriges F ist

F (x, y) =
∫ x

x0
g(µ, y)dµ+

∫ y

y0

(
h(x, γ)−

∫ x

x0
(∂yg(µ, γ)dµ

)
dγ (1.16.2)

mit (x0, y0) ∈ Ω beliebig.

Beweis. F muss {
(i) ∂xF = g
(ii) ∂yF = h

erfüllen. Aus (i) folgt:

F (x, y) =
∫ x

x0
g(µ, y)dµ+ φ(y) mit φ ∈ C1(γ, δ) beliebig.

Zu zeigen: ∃ φ so, dass ∂yF = h

∂yF (x, y) =
∫ x

x0
∂yg(µ, y)dµ+ φ′(y)

!= h(x, y)

⇒ φ′(y) = h(x, y)−
∫ x

x0
∂yg(µ, y)δµ (1.16.3)

Die rechte Seite ist unabhängig von x, da

∂x (rechte Seite) = ∂xh− ∂yg = 0 (nach Voraussetzung)

⇒ (1.16.3) ist lösbar für ein φ = φ(y) =
∫ y

y0

(
h(x, γ)−

∫ x

x0
∂yg(µ, γ)dµ

)
dγ
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2. Existenz und Eindeutigkeit
In diesem Kapitel betrachten wir das System (2.1)

ẋ = f(t, x),
x(t0) = x0

mit f : G→ Rn, G ⊂ Rn+1 offen, (t0, x0) ∈ G
(2.1)

Frage:

(a) Unter welchen Voraussetzungen an f existiert eine Lösung?

(b) Unter welchen Voraussetzungen an f existiert eine eindeutige Lösung?

Definition. f : G→ Rn heißt lokal lipschitzstetig bezüglich x, falls

∀ (t1, x1) ∈ G ∃ r1, α, L > 0 : [t1 − α, t1 + α]×
_____
Br(x1) ⊂ G

und
|f(t, x)− f(t,_

x)| ≤ L|x− _
x|, falls |t− t1| < α, x,

_
x ∈

_____
Br(x1).

f heißt global lipschitzstetig, falls L unabhängig von (t1, x1) ∈ G ist, das heißt

|f(t, x)− f(t,_
x)| ≤ L|x− _

x|, ∀ (t, x), (t,_
x) ∈ G.

Beispiel.

1) g(x) = sin(x) ist global lipschitzstetig auf R, da

| sin(x)− sin(_
x)|≤ sup | sin′

y∈[x,_x]
(y)||x− _

x| ≤ |x− _
x|

2) g(x) = x2 ist lokal lipschitzstetig auf R, da

|x2 − _
x2| = |x+ _

x||x− _
x|

und |x+ _
x| → ∞ für x,_

x→∞.
Aber für jedes x1 ∈ R existieren r, L > 0, sodass

|x2 − _
x2| ≤ L|x− _

x|, ∀ x,_
x ∈ Br(x1)

L : = 2 ·max |x|
x∈

____
Br(x1

= 2(|x1|+ r)

3) g(x) =
√
x ist stetig auf [0,∞) aber nicht lokal lipschitzstetig (Übung)

Lemma 2.1 Sei f : G→ R stetig und lokal lipschitzstetig bezüglich x und sei K ⊂ G
kompakt. Dann ist f |K global lipschitzstetig.

Beweis. Angenommen, f |K ist nicht global lipschitzstetig.

•

∀ n ∈ N ∃(tn, xn), (tn,
_
xn) ∈ K : |f(tn, xn)− f(tn,

_
xn)| > n|xn −

_
xn| (2.1.1)
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• K ist kompakt ⇒ es existieren konvergente Teilfolgen

(tnk , xnk)→ (t∗, x∗) ∈ K

(tnk ,
_
xnk)→ (t∗,

_
x∗) ∈ K

• f ist stetig ⇒ M := max
(t,x)∈K

|f(t, x)| <∞

• Aus (2.1.1) folgt:

|xnk −
_
xnk | <

1
nk
|f(tnk , xnk)− f(tnk ,

_
xnk)| ≤ 2M

nk
→ 0 für (nk →∞)⇒ x∗ = _

x∗

• f ist lokal lipschitzstetig ⇒ ∃ α∗, r∗, L > 0 :

|f(t, x)− f(t,_
x)| ≤ L|x− _

x| (2.1.2)

falls
|t− t∗| ≤ α∗, x,

_
x ∈

_____
Br∗(x∗)

•
∃ k0 ∈ N : |tnk − t∗| ≤ α∗, |xnk − x∗|+ |

_
xnk − x∗| ≤ r∗,∀ k ≥ k0

(2.1.1),(2.1.2)⇒ nk|xnk −
_
xnk | < |f(tnk , xnk)− f(tnk ,

_
xnk)|

≤ L|xnk −
_
xnk |, ∀ k ≥ k0

Widerspruch zu nk →∞!

Lemma 2.2 Sei f ∈ C(G,Rn) und f(t, ·) stetig differenzierbar. Dann ist f lokal lipschitzstetig.

Beweis.

• Sei (t1, x1) ∈ G und G offen.

⇒ ∃ α, r > 0 : K := [t1 − α, t1 + α]×
_____
Br(x1) ⊂ G

• für alle (t, x), (t,_
x) ∈ Kgilt:

|f(t, x)− f(t,_
x)| =

∣∣∣∣∫ 1

0

d

dτ
f(t, c̃x+ (1− c̃)_

x)dτ
∣∣∣∣ (Hauptsatz)

=
∣∣∣∣∫ 1

0
(x− _

x)TDxf(· · ·)dτ
∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

∣∣∣x− _
x)TDxf(· · ·)

∣∣∣dτ
≤
∫ 1

0
|x− _

x| ||Dxf(· · ·)||︸ ︷︷ ︸
Matrixnorm

(||M||= sup
|x|=1

|Mx|)

dτ (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

≤ |x− _
x| max

(t,x)∈K
||Dxf(t, x)||︸ ︷︷ ︸

=:L

und <∞, da Dxf ∈ C(K,Rn×n)
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Lemma 2.3 Für f ∈ C(G,Rn) ist x(t) eine Lösung von (2.1) auf dem Intervall [t0, t1] genau
dann, wenn x ∈ C([t0, t1],Rn) die Integralgleichung

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, x(s))ds, t ∈ [t0, t1] (2.16)

erfüllt.

Beweis.

1) Gelte (2.1) auf [t0, t1]. Integriere (2.1):∫ t

t0
⇒ x(t)− x(t0) =

∫ t

t0
f(s, x(s))ds

2) Gelte (2.16).
• t 7→

∫ t
t0
f(s, x(s))ds ist stetig differenzierbar in [t0, t1], da f und x stetig sind, nach

Lemma 2.2
x ∈ C1([t0, t1],Rn), ẋ(t) = f(t)x(t)

Also
x(t0) = x0 +

∫ t0

t0
f(s, x(s))ds︸ ︷︷ ︸

=0

= x0

Satz 2.4 Für f ∈ C (G,Rn) lokal lipschitzstetig in x existiert höchstens eine Lösung von (2.1).

Beweis. Seien x,_
x ∈ C1 ([t0, t1],Rn) Lösungen.

• Es gilt:
(t, x(t)), (t, x(t)) ∈ G, ∀ t ∈ [t0, t1]

• K := {(t, x(t)), (t,_
x(t)) : t ∈ [t0, t1]} ist kompakt (da x,_

x stetig ist)

• f |K ist global lipschitzstetig. Sei L die Lipschitzkonstante auf K.
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• Es gilt:

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, x(s))ds

_
x(t) = x0 +

∫ t

t0
f(s,_

x(s))ds

⇒ x(t)− _
x(t) =

∫ t

t0
f(s, x(s))− f(s,_

x(s))ds

ρ(t) := |x(t)− _
x(t)| ≤

∫ t

t0
|f(s, x(s))− f(s,_

x(s))|ds ≤ L
∫ t

t0
ρ(s)ds

⇒ ρ(t) ≤ L
∫ t

t0
e−αsρ(s)︸ ︷︷ ︸ eαsds ∀ α > 0

≤ L sup e
s∈[t0,t1]

−αsρ(s)
∫ t

t0
eαsds

= eαt − eαt0
α

sup
s∈[t0,t1]

e−αsρ(s)

≤ Leαt

α
sup

s∈[t0,t1]
e−αsρ(s)

⇒ e−αtρ(t) ≤ L

α
sup
s
e−αsρ(s) ∀ t ∈ [t0, t1]

wähle α = 2L, nehme sup
t∈[t0,t1]

:

sup
t

e−αtρ(t) ≤ 1
2 sup

t
e−αtρ(t)

⇒ sup e−αtρ(t) = 0⇒ ρ ≡ 0

⇒ x ≡ _
x

Bemerkung. Eindeutigkeit gilt auch links von t0, denn x(t) löst (2.1) auf [t1, t0] genau dann,
wenn y(t) := x(t0 − t) die Gleichung ẏ(t) = −f(t0 − t, y(t)) auf [0, t0 − t1] löst. Offenbar ist g
lipschitzstetig in y.

Beispiel.
ẋ =

√
x︸︷︷︸

=:f(x)

, x(0) = x0

• f(x) =
√
x ist in keiner Umgebung von x = 0 lokal lipschitzstetig.

• Tatsächlich gilt die Eindeutigkeit hier nicht, denn es gibt zwei Lösungen:

x(t) ≡ 0

x(t) = 1
4 t

2

Lemma 2.5 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (M,d) ein vollständiger metrischer Raum
und T : M →M eine Kontraktion, das heißt

∃ q ∈ (0, 1) : d(T (x), T (y)) ≤ qd(x, y) ∀ x, y ∈M.

Dann
∃! x∗ ∈M : T (x∗) = x∗.
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Beweis. Siehe Analysis 2.

Satz 2.6 (Picard-Lindelöff) Betrachte (2.1) mit f ∈ C(G,Rn) lokal lipschitzstetig in x.
Dann gibt es ein δ > 0 und ein eindeutiges x ∈ C1(Iδ,Rn), wobei Iδ := [t0 − δ, t0 + δ], sodass
x(t) die Gleichung (2.1) auf Iδ löst (insbesondere gilt (t, x(t)) ∈ G, ∀ t ∈ Iδ).

Beweis.

1) Existenz auf [t0, t0 + δ] durch ein Fixpunkt-Argument.
• (2.1)⇔ x(t) = x0 +

∫ t
t0
f(s, x(s))ds

• Sei r, δ0 > 0, sodass Iδ0 ×
_____
Br(x0) ⊂ G (das ist möglich, da G eine offene Menge ist).

Wahl von T :

T (x)(t) :=
∫ t

t0
f(s, x(s))ds+ x0

Mδ := {x ∈ C(Iδ,Rn) : x(Iδ) ⊂
_____
Br(x0), x(t0) = x0}

für δ ∈ (0, δ0)

(i) z.z.: T : Mδ1 →Mδ1 für ein passendes δ1 > 0 (Selbstabbildung)

|T (x)(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0
f(s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

t0
|f(s, x(s))|ds

≤ mδ1 mit m = max
t∈Iδ0

x∈
_____
Br(x0)

|f(t, x)|

Für δ1 := min{δ0,
r
m} folgt T (x)(t) ∈

_____
Br(x0) ∀ t ∈ Iδ1 , das heißt T : Mδ1 →Mδ1

(ii) zu zeigen: T ist eine Kontraktion
• Sei δ ≤ δ1. Wir wählen die Metrik d(x,_

x) = max
t∈Iδ

e−κt|x(t)− _
x(t)| mit κ > 0

passend zu wählen.
• Sei t ∈ Iδ, x,

_
x ∈Mδ0 . Dann ist

|T (x)(t)− T (_
x(t)| ≤

∫ t

t0
|f(s, x(s))− f(s,_

x(s))|ds

lip.
≤ L

∫ t

t0
|x(s)− _

x(s)|ds

= L

∫ t

t0
e−κs|x(s)− _

x(s)|︸ ︷︷ ︸
≤d(x,_x)

eκsds

≤ Ld(x,_
x)
∫ t

t0
eκsds

≤ L

κ
d(x,_

x)eκt ∀ t ∈ Iδ

Multipliziere mit e−κt,max
t∈Iδ

:

d(T (x), T (y)) ≤ L

κ
d(x,_

x)
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wähle zum Beispiel k = 2L, dann d(T (x), T (y)) ≤ 1
2d(x,_

x), ∀ x,_
x ∈Mδ ⇒ T ist

eine Kontraktion auf Mδ ⇒ Es existiert genau ein Fixpunkt x∗ ∈Mδ, das heißt

x∗(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, x∗(s))ds ∀ t ∈ Iδ

2) Existenz von Lösungen u∗ zu [t0 − δ2, t0] für δ > 0⇒ durch Anwendung von Schritt 1) auf
x(t) := u(−t)

3) Lösung auf [t0 − δ, t0 + δ] für δ > 0
Sei

x(t) :=


x∗(−t), t ∈ [t0, t0 + min{δ1, δ2}︸ ︷︷ ︸

=:δ

]

u∗(t), t ∈ [t0 − δ, t0]

x ist offenbar stetig auf [t0 − δ, t0 + δ] und C1 auf [t0 − δ, t0] und [t0, t0 + δ]. x ist auch stetig
diffbar in t0, weil

lim
t→t0−

ẋ(t) = lim
t→t0−

f(t, x(t)) = lim
t→t0+

f(t, x(t)) = lim
t→t0+

ẋ(t)

4) Eindeutigkeit: Satz 2.4

Bemerkung. Die Lösung aus Satz 2.6 heißt lokale Lösung, da sie im Allgemeinen nur auf
einer Umgebung von t0 existiert

Korollar 2.7 (Lineare Systeme) Sei J = [a, b], t0 ∈ (a, b), x0 ∈ Rn und
b ∈ C(J,Rn), A ∈ C(J,Rn×n). Dann hat ẋ = A(t)x+ b(t), x(0) = x0, genau eine lokale Lösung.

Beweis. Sei f(t, x) := A(t)x+ b(t)

• offenbar ist f ∈ C(J × Rn,Rn)

• |f(t, x)− f(t, y)| = |A(t)(x− y) = ||A(t)|||x− y| ≤ L|x− y|, ∀ x, y ∈ Rn, t ∈ J , wobei
L := max

b∈J
||A(t)|| S.2.6⇒ Es gibt also eine eindeutige lokale Lösung.

Frage. Satz 2.6 liefert die Existenz einer Lösung auf einem Intervall [t0 − δ, t0 + δ]. Kann das
Intervall erweitert werden?

Bemerkung. Falls x1 Lösung von (2.1) auf [t0, t1] und x2 Lösung von (2.1) auf [t1, t2] mit
x1(t1) = x2(t1) ist, dann ist

x(t) =
{
x1(t), t ∈ [t0, t1]
x2(t), t ∈ [t1, t2]

eine Lösung auf [t0, t2]. (Das ist das gleiche Argument wie in Schritt (3) im Beweis von Satz
2.6.)
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x

t

(1) x

t

G

(2)

x

tt+

G

(3)

Definition. Sei
t+ := t+(t0, x0) := sup{t+ ≥ t0 : Es gibt eine Lösung x1 von (2.1) auf [t0, t1}] und t− :=
t−(t0, x0) := inf{t− ≤ t0 : Es gibt eine Lösung x2 von (2.1) auf [t2, t0}]

• [t0, t+)
(t−, t0]

}
heißen die maximalen Existenzintervalle nach rechts, bzw. links.

• Die maximale Lösung von (2.1) ist x(t) :=
{
x1(t), t ∈ [t0, t1], t1 < t+
x2(t), t ∈ [t2, t0], t− < t2

Bemerkung. Die maximale Lösung lässt sich also nicht mehr fortsetzen.

Satz 2.8 Sei f ∈ C(G,Rn) lokal lipschitzstetig in x. Die Lösung von (2.1) existiert auf dem
maximalen Existenzintervall (t−, t+) mit t− = t−(t0, x0) < t0, t+ = t+(t0, x0) > t0. Für t+ gilt
genau eine der Alternativen:

1) t+ =∞,

2) t+ <∞ und lim inft→t+ dist((t, x(t)), ∂G) = 0 (Lsg kommt dem Rand ∂G beliebig nahe),

3) t+ <∞, lim inft→t+ dist((t, x(t)), ∂G) > 0 und limt→t+ |x(t)| =∞ (Blow-Up).

Bemerkung. Der letzte Fall kann auch dann auftreten, wenn ∂G = ∅ (z.B. wenn G = Rn+1),
weil dann dist((t, x(t)), ∂G) = infy∈∅ |(t, x(t))− y| =∞, da inf ∅ =∞.
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Bemerkung. Fall (3) ist nur möglich, falls G in einer x-Richtung unbeschränkt ist.

Beweis. Zu zeigen: Falls weder 1), noch 2) gelten, dann gilt 3).
• Sei t+ <∞ und limt→t+ inf dist((t, x(t)), ∂G) > 0 und gelte (3) nicht, das heißt:

∃M > 0, (tj) ⊂ R : tj → t+, |x(tj)| ≤M,dist((tj , x(tj)), ∂G) ≥ 1
M
∀j

• (x(tj)) ⊂ Rn ist beschränkt BZW⇒ es gibt eine Teilfolge (x(tjk)) : x(tjk)→ x∗ (k →∞)

• (tjk , x(tjk))→ (t+, x∗) ∈ G

• für Anfangsdaten (t+, x∗) gibt es nach dem Satz von Picard-Lindelöff ein
Existenzintervall [t+, t+ + δ∗] mit δ∗ > 0

• für jedes k gibt es für (tjk , x(tjk)) ein Existenzintervall [tjk , tjk + δk]

• f ist stetig, das Existenzintervall hängt also stetig von (t0, x0) ab

⇒ δk → δ∗ (k →∞)

⇒ ∃k0 : δk >
δ∗
2 ,∀k ≥ k0

• für k groß genug ist tjk + δk > t+

Widerspruch!

Beispiel.

1)

ẋ = x, x(0) = 1
x(t) = et

(Fall 1)

2)

ẋ = − t
x
, x(0) = 1

G = {(x, t) ∈ R2 : x 6= 0} ⇒ ∂G = {(x, t) ∈ R2 : x = 0}

xẋ = −t ⇒ 1
2x

2 = − t
2

2 + c

x(t) = ±
√
c− t2

x(0) = 1⇒ x(t) =
√

1− t2

(Fall 2)

x(t) ist Lösung auf (−1, 1) mit limt→±1(t, x(t)), ∂G) = 0, da

lim
t→±1

= 0

3)

ẋ = x2, x(0) = 1

−x−1 = t+ c ⇒ x(t) = − 1
t+ c

x(0) = 1 ⇒ x(t) = 1
1− t

(Fall 3)

x(t) ist Lösung auf (−∞, 1) mit
lim
t→t−

|x(t)| =∞

Dies ist ein Beispiel mit G = R2, sodass ∂G = ∅.
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2.1. Globale Existenz
Betrachte

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0

mit f ∈ C(G,Rn) lokal lipschitzstetig in x,
G = J × Rn, J ⊂ R offenes Intervall und (t0, x0) ∈ G

(2.3)

Frage. Wann ist die Lösung global, das heißt (t−, t+) = J?

Lemma 2.9 (Gronwall-Lemma) Sei α, β, φ ∈ (C([a, b],R) mit β(t) ≥ 0 ∀t ∈ [a, b] und sei
0 ≤ φ(t) ≤ α(t) +

∫ t
a β(s)φ(s)ds.

Dann gilt

(i)

φ(t) ≤ α(t) +
∫ t

a
β(s)α(s)e

∫ t
s
β(τ)dτds ∀t ∈ [a, b].

Falls α(t) ≡M , dann

(ii)
φ(t) ≤Me

∫ t
a
β(τ)dτ ∀t ∈ [a, b].

Beweis. ψ(t) :=
∫ t
a β(s)φ(s)ds

•
β, φ stetig ⇒ ψ ∈ C1([a, b]), ψ̇ = βφ

β ≥ 0, 0 ≤ φ ≤ α+ ψ

}
ψ̇ ≤ β(α+ ψ) auf [a, b] (2.3.1)

•
d

dt
(e−

∫ t
a
β(τ)dτψ(t)) = e−

∫ t
a
β(τ)dτ)[ψ̇ − βψ]

(2.3.1)
≤ β(t)α(t)e−

∫ t
a
β(t)dτ

• ∫ t

a
ds⇒ e−

∫ t
a
β(τ)dτ (ψ(t)− ψ(a)︸ ︷︷ ︸

=0

) ≤
∫ t

a
β(s)α(s)e

∫ t
a
β(τ)dτds

⇒ ψ(t) ≤
∫ t

a
β(s)α(s)e

∫ t
a
β(τ)dτ−

∫ s
a
β(τ)dτds =

∫ t

a
β(s)α(s)e

∫ t
s
β(τ)dτds

⇒ (i)

Sei a(t) ≡M . Aus (i) folgt

φ(t) ≤M
(

1 +
∫ t

a
β(s)e

∫ t
s
β(τ)dτds

)
HS= M

(
1−

[
e
∫ t
s
β(τ)dτ

]t
a

)

= M

(
1−

(
1− e

∫ t
s
β(τ)dτ

))
= Me

∫ t
s
β(τ)dτ

Korollar 2.10 Falls
|f(t, x)| ≤ a(t) + b(t)|x| ∀t ∈ J, x ∈ Rn

mit Funktionen a, b ∈ C(J, [0,∞)), dann ist die Lösung x(t) von (2.3) global, das heißt
(t−, t+) = J .
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Beweis.

1) Angenommen, x(t) existiert nicht global nach rechts, also t+ ∈ J . Da J offen ist, ist t+ /∈ ∂J
und wegen G = J × Rn gilt Fall (2) nicht. Es gilt Fall (3), das heißt limt→t+ |x(t)| =∞.

• (2.3) ist äquivalent zu x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s))ds, t ∈ [t0, t+)

• nach Voraussetzung ist |x(t)| ≤ |x0|+
∫ t
t0
a(s) + b(s)|x(s)|ds ≤ α(t) +

∫ t
t0
β(s)|x(s)|ds

mit α(t) := |x0|+
∫ t

t0
a(s)ds, β(s) := b(t) ≥ 0

• Nach Gronwall ist |x| ≤ α(t) +
∫ t
t0
β(s)e

∫ t
s
β(τ)dτds ∀t ∈ [t0, t+)

• α, β ∈ C([t0, t+],R)⇒ die rechte Seite ist beschränkt auf [t0, t+]
Widerspruch zu |x| → ∞

• Die globale Existenz nach links folgt aus der Zeitumkehr t→ −t

Korollar 2.11 (Lineare Systeme) Sei J ∈ R ein Intervall und A ∈ C(J,Rn×n),
b ∈ C(J,Rn), t0 ∈ J, x0 ∈ Rn. Dann hat{

ẋ = A(t)x+ b(t), t ∈ J
x(t0) = x0

genau eine globale Lösung.

Beweis. |A(t)x+ b(t)| ≤ |A(t)x|+ |b(t)| ≤ ||A(t)|||x|+ |b(t)| ∀t ∈ J
Mit Kor. 2.10 folgt die globale Existenz.

Beispiel. (Gedämpftes Pendel)

ẍ+ αẋ+ ω2 sin(x) = b(t) mit α ∈ R, b ∈ C(R).

Wir schreiben diese Gleichung erst in ein System erster Ordnung um.

z1 := x, z2 : = ẋ

ż = f(t, z) : =
(
z2

− αz2 − ω2 sin(z1) + b(t)

)

Für die Funktion f gilt f ∈ C(R3,R2) und da f(t, ·) ∈ C1(R2,R2), ist auch f lokal lipschitz
bezüglich x. Aus dem Satz von Picard-Lindelöf folgt dann die eindeutige lokale Existenz der
Lösung z(t).

• |f(t, z)|2 = z2
2 + (−αz2 − ω2 sin(z1) + b(t))2

≤ z2
2 + 3(α2z2

2 + ω4 sin2(z1)︸ ︷︷ ︸
≤z2

1

+b2(t))

⇒ |f(t, z)|2 ≤ c(|z|2 + b2(t))
⇒ |f(t, z)| ≤ c̃(|z|+ |b(t)|) (da

√
a+ b ≤

√
a+
√
b ∀a, b ≥ 0)

Kor. 2.10⇒ x(t) ist eine globale Lösung (d.h. auf R)
↪→ für jedes α, ω ∈ R, b ∈ C(R)
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3. Lineare Systeme
• Allgemeines System erster Ordnung

ẋ = A(t)x+ b(t), t ∈ J ⊂ R
x(t0) = x0

mit t0 ∈ J, A ∈ C(J,Rn×n), b ∈ C(J,Rn)
(3.1)

3.1. Homogene Systeme (b ≡ 0)
Wir betrachten

ẋ = A(t)x, t ∈ J (3.2)

Bemerkung. (Superposition) Für zwei Lösungen u, v ist auch αu+ βv mit α, β ∈ R eine
Lösung. Also ist die Menge L aller Lösungen von (3.2) ein Vektorraum.

Lemma 3.1 Der Lösungsraum L zu (3.2) ist isomorph zu Rn, also ist dimL = n

Beweis. Betrachte für (3.2) mit der Anfangsbedingung x(t0) = x0 (für ein festes t0 ∈ J) die

Abbildung T :
{
Rn → L ⊂ C1(J,Rn)
x0 7→ x(·, x0)

mit x(·, x0) Lösung von (3.2) mit x(t0) = x0.

Wir zeigen: T ist ein Isomorphismus.

1) D(T ) = Rn und T ist wohldefiniert, da nach Kor. 2.11 eine eindeutige Lösung für jedes x0
existiert.

2) T ist injektiv.

x
(1)
0 6= x

(2)
0 ⇒ x(t0, x(1)

0 ) 6= x(t0, x(2)
0 )⇒ x(·, x(1)

0 ) 6= x(·, x(2)
0 )

3) T ist surjektiv.
- jede Lösung hat einen Anfangswert.

4) T ist linear.
Seien x(1)

0 , x
(2)
0 ∈ Rn, α, β ∈ R beliebig.

T
(
αx

(1)
0 + βx

(2)
0

)
= x

(
·, αx(1)

0 + βx
(2)
0

)
αT

(
x

(1)
0

)
+ βT

(
x

(2)
0

)
= αx

(
·, x(1)

0

)
+ βx

(
·, x(2)

0

)
︸ ︷︷ ︸

ist mit Superposition eine Lösung


beide Lösungen haben den Wert αx(1)

0 + βx
(2)
0

in t = t0

Eindeutigkeit⇒ T
(
αx

(1)
0 + βx

(2)
0

)
= αT

(
x

(1)
0

)
+ βT

(
x

(2)
0

)

Definition.

• Eine Basis von L heißt ein Fundamentalsystem (FS) zu (3.2).

• Für beliebige Lösungen y(j)(t), j = 1, ..., n von (3.2) heißt Y :=
(
y(1), ..., y(2)

)
︸ ︷︷ ︸
Spalteneinträge

eine

Lösungsmatrix (LM).
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• Falls {y(1), ..., y(n)} ein FS ist, dann heißt Y eine Fundamentalmatrix (FM).

• Eine FM Y mit dem Anfangswert Y (t0) = I, (t0 ∈ J) heißt Hauptfundamentalmatrix
(HFM).

Korollar 3.2

(i) Jede Lösungsmatrix Y erfüllt Ẏ = A(t)Y .

(ii) Sei Y eine FM. Für jede Lösung y von (3.2) existiert ein eindeutiges c ∈ Rn, sodass
y(t) = Y (t)c, t ∈ J .

(iii) Sei Z(t) eine LM und M ∈ Rn×n beliebig. Dann ist Y (t) := Z(t)M auch eine LM.

Beweis. (i),(ii) sind klar.

(iii)

Ẏ (t) = Ż(t)M = A(t)Z(t)M
= A(t)Y (t)

Definition. Sei Y (t) eine LM von (3.2).

φ(t) := det(Y (t))

heißt die Wronski-Determinante von Y (t).

Lemma 3.3 (Liouville-Formel) Für die Wronski-Determinante zur LM Y (t) von (3.2) gilt

φ̇(t) = (SpurA(t))φ(t), t ∈ J. (SpurM :=
∑n
j=1Mjj)

Also für τ ∈ J beliebig
φ(t) = φ(τ)e

∫ t
τ

SpurA(s)ds, t ∈ J.

Korollar 3.4 Die Wronski-Determinante ist entweder 0 für alle t ∈ J oder 6= 0 für alle t ∈ J .

Bemerkung. Zur Kontrolle, ob eine LM eine FM ist, reicht es daher, dies in einem Punkt zu
zeigen.

Beweis. (von Lemma 3.3)

• Sei t0 ∈ J und Z(t) die HFM mit Z(t0) = I

• Ỹ (t) := Z(t)Y (t0) ist eine LM mit Ỹ (t0) = Y (t0)

Eindeutigkeit⇒ Y (t) = Ỹ (t) ∀t ∈ J

• φ̇(t) = d
dt detY (t)

= d

dt
det(Z(t)Y (t0))

= d

dt
(det(Z(t)) det(Y (t0))︸ ︷︷ ︸

=φ(t0)

) = φ(t0) d
dt

detZ(t)
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• Die Determinante ist linear in jeder Spalte, das heißt

det
(
a(1), ..., a(j−1), b, a(j+1), ..., a(n)

)
+ det

(
a(1), ..., a(j−1), c, a(j+1), ..., a(n)

)
= det

(
a(1), ..., a(j−1), b+ c, a(j+1), ..., a(n)

)
∀j ∈ {1, ..., n}

Übung⇒ d

dt
detZ(t) =

n∑
j=1

det
(
Z(1)(t), ..., Z(j−1)(t), d

dt
Z(j)(t), Z(j+1)(t), ..., Z(n)(t)

)

• Z(j)(t0) = e(j) = (0, ..., 0, 1︸︷︷︸
j-te Stelle

, 0, ..., 0)T

d

dt
Z(j)(t0) = A(t0)Z(j)(t0) = a(j)(t0) = j-te Spalte von A(t0)

⇒ d

dt
detZ(t0) =

n∑
j=1

det(e1, ..., ej−1, a
(j)(t0), ej+1, ..., en)︸ ︷︷ ︸

a
(j)
j (t0)

=
n∑
j=1

a
(j)
j (t0) = Spur A(t0)

• t0 ∈ J beliebig
⇒ φ̇(t) = (Spur A(t))φ(t) für alle t ∈ J.

3.2. Inhomogene Systeme

ẋ = A(t)x+ b(t), t ∈ J
mit A ∈ C

(
J,Rn×n

)
, b ∈ C (J,Rn)

(3.3)

Satz 3.5 Sei Y ∈ C1 (J,Rn×n) eine FM von (3.2) und z ∈ C1 (J,Rn) eine partikuläre Lösung
von (3.3). Dann hat jede Lösung x von (3.3) die Form

x(t) = Y (t)c+ z(t) (3.4)

für ein c ∈ Rn.

Beweis.

• Sei u eine Lösung und x wie in (3.4)

• u− x erfüllt d
dt(u− x) = A(t)(u− x) + b(t)− b(t) = A(t)(u− x)

Mit Kor. (3.2)(ii) folgt:
u− x = Y c̃ für ein c̃ ∈ Rn

⇒ u = x+ Y c̃ = Y (c+ c̃) + z
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Bemerkung.

1) Eine partikuläre Lösung findet man mithilfe der Variation der Konstanten:
Sei z(t) := Y (t)c(t) mit c ∈ C1 (J,Rn) zu bestimmen.

ż = Ẏ︸︷︷︸
=Ay

c+ Y ċ = Az + Ẏ ċ
!= Az + b

⇔ Y ċ = b⇔ ċ = Y −1b (Y = FM⇒ regulär)

Wähle beliebiges t0 ∈ J .

c(t)− c(t0) =
∫ t

t0
Y −1(s)b(s)ds, t ∈ J.

Setze c(t0) = 0 (Es wird eine Lösung gesucht.)

⇒ Z(t) = Y (t)
∫ t

t0
Y −1(s)b(s)ds

2) Lösung des AWP (3.1):

x0
!= x(t0) = Y (t0)c+ z(t0) = Y (t0)c⇒ c = Y −1(t0)x0

Damit ist die Lösung des AWP:

x(t) = Y (t)Y −1(t0)x0 + Y (t)
∫ t

t0
Y −1(s)b(s)ds. (3.17)

Satz 3.6 Sei X ∈ C1 (J,Rn×n) die HFM (mit X(t0) = I) zu (3.3). Die Lösung von (3.1) ist

x(t) = X(t)x0 +X(t)
∫ t

t0
X−1(s)b(s)ds, t ∈ J.

Beweis. Folgt aus (3.17).

3.3. Bestimmung der FM für ẋ = A(t)x, d‘Alembert-Reduktion
Falls für (3.2) eine Lösung y(t) = (y1(t), ..., yn(t))T mit yk/t) 6= 0 für alle t ∈ J bekannt ist,
dann kann (3.2) zu einem System von n− 1 Gleichungen reduziert werden:

• Sei k ∈ {1, ..., n} so, dass yk 6= 0 für alle t ∈ J

• Setze x(t) = φ(t)y(t) + z(t) mit φ ∈ C1 (J,R) und z := (z1, ..., zk−1, 0, zk+1, ..., zn)T zu
bestimmen.

• Dann

ẋ = φ̇y + φẏ + ż = φ̇y + φA(t)y + ż

!= A(t)(φy + z)
⇒ ż = A(t)z − φ̇y

(3.2.1)

• Für die k-te Komponente ist zk = 0, also ist

φ̇ = 1
yk

(A(t)z)k = 1
yk

n∑
l=1,l 6=k

akl(t)zl
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• nach Einsetzen von φ in (3.2.1):

żj =

 n∑
l=1,l 6=k

ajl(t)− akl(t)
yj(t)
yk(t)

 zl, j ∈ {1, ..., n} \ {k} (3.2.2)

ist ein homogenes System von n− 1 Gleichungen.

• Falls für (3.2.2) eine nichttriviale Lösung existiert, kann das Problem auf n− 2
Gleichungen reduziert werden (usw.).

Beispiel.

ẋ =
(

1
t −1
1
t2

2
t

)
x, t ∈ J = (0,∞)

• Eine Lösung y(t) = (t2,−t)T

• Aus (3.2.2) mit k = 1 folgt:

ż2 =
(2
t

+ y2(t)
y1(t)

)
z2

=
(2
t
− 1
t

)
z2

= z2
t

⇒ z2 = ct, c ∈ R

Wir suchen eine (beliebige) Lösung, dazu wird c = 1 gesetzt.

φ̇ = 1
y1
a12z2

= − t

t2
= −1

t
⇒ φ(t) = − log(t) Integrationskonstante = 0 gewählt

(3.18)

Also

x(t) = φ(t)y(t) + z(t)

=
(
−t2 log(t)
t log(t)

)
+
(

0
t

)

ist auch eine Lösung.

⇒ Y (t) = (y(t) x(t)) =
(

t2 −t2 log(t)
−t t(1 + log(t))

)

ist eine FM (da x und y linear unabhängig sind)
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3.4. Bestimmung des FS für ẋ = Ax mit A ∈ Rn×n konstant
Betrachte

ẋ = Ax, t ∈ R
mit A ∈ Rn×n

(3.5)

Wir zeigen: etA ist die HFM. Was ist aber eA für eine Matrix A?

Definition. Sei A ∈ Cn×n.

eA := exp(A) :=
∞∑
j=0

Aj

j! (3.5.1)

heißt das Matrixpotential von A. Wir benutzen oben die Notation A0 := I.

Lemma 3.7 eA ist wohldefiniert, das heißt (3.5.1) konvergiert für jedes A ∈ Cn×n (in jeder
Norm in Cn×n)

Beweis.
Sei Sp :=

∑p
k=0

Ak

k! .

• (3.5.1) konvergiert, falls (Sp) ⊂ Cn×n eine Cauchy-Folge ist (da Cn×n vollständig ist).

• Sei ε > 0 und wähle eine submultiplikative Norm || · || auf Cn×n (d.h. ||AB|| ≤ ||A||||B||)
für alle A,B ∈ Cn×n); (z.B. die Frobenius-Norm). Dann ist (für q ≥ p)

||Sp − Sq|| = ||
q∑

k=p+1

Ak

k! || ≤
q∑

k=p+1

||A||k

k!

• Die reelle Reihe
∑∞
k=0

||A||k
k! konvergiert (gegen e||A||)

⇒ ∃N ∈ N :
q∑

k=p+1

||A||k

k! ≤ ε ∀q > p ≥ N

⇒ ||Sp − Sq|| < ε ∀q > p > N

⇒ (Sp) ist eine Cauchy-Folge

• in Cn×n sind alle Normen äquivalent

⇒ (3.5.1) konvergiert in jeder Norm.

Bemerkung. Falls AB = BA, dann ist eA+B = eAeB = eBeA. Insbesondere gilt (eA)−1 = e−A.

Beweis. Wie in R, aber z.B. (A+B)2 = A2 + AB +BA︸ ︷︷ ︸
2AB falls AB=BA

+B2

Lemma 3.8

d

dt

(
etA
)

= AetA

und Φ(t) := etA ist die HFM zu (3.5). x(t) = etAx0 ist die eindeutige Lösung von (3.5) mit
x(t0) = x0 ∈ Rn.
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Beweis.

1)

d

dt

( ∞∑
k=0

tkAk

k!

)
=
∞∑
k=0

ktk−1A
k

k!

=
∞∑
k=1

A
tk−1Ak−1

(k − 1︸ ︷︷ ︸
j

)! =
∞∑
j=0

A
tjAj

j! = AetA

⇒ Φ(t) : = etA ist eine LM

• Φ(0) = I ⇒ Φ ist die HFM

2) x(t) := etAx0 löst (3.5), da
ẋ = AetAx0 = Ax,

x(0) = Ix0 = x0.

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindelöff.

Bemerkung. Die Lösung von (3.3) mit A konstant ist also

x(t) = e(t−t0)Ax0 +
∫ t

t0
e(t−s)Ab(s)ds, t ∈ R.

Frage. Wie berechnet man etA praktisch?

Definition. Zwei Matrizen A,B ∈ Cn×n heißen ähnlich, falls es ein invertierbares T ∈ Cn×n
gibt, sodass B = T−1AT .

Lemma 3.9 Für ähnliche Matrizen mit B = T−1AT ist eB = T−1eAT .

Beweis.
eB =

∞∑
k=0

(T−1AT )k

k! =
∞∑
k=0

T−1A
k

k! T = T−1eAT

3.4.1. etA für diagonalisierbares A

Erinnerung: Falls n linear unabhängige E-Vektoren {v(1), ..., v(n)} von A existieren, genau dann
ist A diagonalisierbar.

V −1AV = Λ (d.h. A ist ähnlich zu Λ), (3.5.2)

wobei

V =
(
v(1), ..., v(n)

)
, Λ =

 λ1
. . .

λn


und λj Eigenwert zu v(j) ist.
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Bemerkung.

1) (3.5.2) folgt aus

AV = A
(
v(1), ..., v(n)

)
=
(
λ1v

(1), ..., λnv
(n)
)

= V Λ

⇒ V −1AV = Λ

2) Eigenwerte müssen für die Diagonalisierbarkeit nicht verschieden sein. Falls aber
λj (j = 1, ..., n) verschieden sind, dann ist A diagonalisierbar.

3) Für ein Eigenpaar (λ, v) ∈ C× Cn ist x(t) := eλtv eine Lösung.

ẋ = λeλtv = eλtAv = A
(
eλtv

)
= Ax

4) Für A = V ΛV −1 gilt etA = etV ΛV −1 = V etΛV −1 wegen Lemma 3.9

Lemma 3.10 Falls A ∈ Rn×n diagonalisierbar ist mit V −1AV = Λ =

 λ1
. . .

λn

,
dann ist V etΛ =

(
v(1)eλ1t, ..., v(n)eλnt

)
eine FM für ẋ = Ax.

Beweis.

• etA = V etΛV −1 ist die HFM. Also folgt:

etAV = V etΛ

ist eine FM, weil etA und V regulär sind

• etΛ =
∑∞
k=0

tkΛk
k! =

∑∞
k=0

tk

k!

 λk1
. . .

λkn

 =

 etλ1

. . .
etλn


⇒ V etΛ =

(
v(1)etλ1 , ..., v(n)etλn

)

Bemerkung. (reelles FS)

1) Eigenwerte und Eigenvektoren können komplex sein, auch für A reell.

2) Für A reell existiert aber immer ein reelles FS:
(i) Sei x = xR + ixI eine Lösung. Dann sind auch xR und xI Lösungen:

d

dt
(xR + ixI) = A(xR + ixI)
Re(),Im()⇒ ẋR = AxR, ẋI = AxI

(ii) Sei (λ, v) ein Eigenpaar von A. Dann ist auch (
_
λ,

_
v) ein Eigenpaar. Es gibt also linear

unabhängige Lösungen eλtv, e
_
λt_v. Offenbar ist Span{x,_

x} = Span{Re(x), Im(x)}
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(iii) Für λ = µ+ iν mit µ, ν ∈ R und ν = a+ ib mit a, b ∈ Rn gilt:

Re(eλtv) = eµt(a cos(νt)− b sin(νt))
Im(eλtv) = eµb(a sin(νt) + b cos(νt))

Daraus folgt folgendes Lemma:

Lemma 3.11 Falls in Lemma 3.10 λ1, ..., λp ∈ C \ R λp+1, ..., λn ∈ R mit λj = µj + iνj und
mit Eigenvektoren v(j) = a(j) + ib(j), j = 1, ..., n, wobei b(j) = 0 (j = p+ 1, ..., n), dann ist{
eλp+1tv(p+1), ..., eλntv(n)

}
∪
(

p
∪
j=1

((
a(j) cos(νjt)− b(j) sin(νjt)

)
eµjt

)
,
(
eµjt

(
a(j) sin(νjt) + b(j) cos(νjt)

)))
ein Fundamentalsystem.

Beispiel.

ẋ =
(

0 1
−1 0

)
x =: Ax

p(λ) = λ2 + 1 != 0⇒ λ1 = i, λ2 = −i

(A− λ1I)v(1) =
(
−i 1
−1 −i

)
v(1) !=

(
0
0

)
⇒ v(1) =

(
1
i

)

(A− λ2I)v(2) =
(

i 1
−1 i

)
v(2) !=

(
0
0

)
⇒ v(2) =

(
−1
i

)

L.3.10⇒ eine Fundamentalmatrix ist(
1 −1
i i

)(
eit 0

0 e−it

)
=
(

eit −e−it
ieit ieit

)

• Lemma 3.11 würde ein reelles Fundamentalsystem liefern.

• Die HFM ist(
1 −1
i i

)(
eit 0

0 eit

)(
i 1
−i 1

)
1
2i = 1

2i

(
2i cos(t) 2i sin(t)
−2i sin(t) 2i cos(t)

)

=
(

cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)

Bemerkung. Die HFM zu ẋ = Ax mit A reell ist immer reell (für alle t), weil

etA =
∞∑
k=0

tkAk

k! (jeder Summand ist reell)

3.4.2. etA für allgemeines A ∈ Rn×n

In diesem Abschnitt wird die Jordansche Normalform benutzt, siehe Appendix A.
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Sei A ∈ Rn×n. Es gibt T ∈ Cn×n regulär, sodass

A = TJT−1 mit J =

J1
. . .

Jn

 .

Jj =


λj 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λj

 ∈ Csj×sj (falls sj = 1, dann Jj = λj)

und mit

T =
(
v(1,1), ..., v(1,s1), v(2,1), ..., v(2,s2), ..., v(m,1), ..., v(m,sm)

)
.

Hier sind v(j,1), ..., v(j,sj) Hauptvektoren zu λj und v(j,1) ein Eigenvektor zu λ1.
Also etA = TetJT−1.
Form von etJ :

Jk =

J
k
1

. . .
Jkm

 ⇒ etJ =

e
tJ1

. . .
etJm



Jj = λjI +Nj , Nj =


0 1

. . . . . .
. . . 1

0

 ∈ Rsj×sj

• I und Nj kommutieren. Daraus folgt

etJj = etλjIeNjt =: etλje
tNj

• N2
j =



0 0 1 0
. . . . . . . . .

. . . . . . 1
. . . 0

0 0


. . . , N

sj
j = 0, das heißt, Nj ist nilpotent

⇒ Nk
j = 0 ∀k ≥ sj

⇒ etNj =
sj−1∑
k=0

tkNk
j

k! = I + tNj + . . .+
tsj−1N

sj−1
j

(sj − 1)! =



1 t t2

2 . . . tsj−1

(sj−1)!
. . . . . . . . . ...

. . . . . . t2

2
. . . t

1


Also

etJ =

e
λ1tetN1

. . .
eλmtetNm

 mit etNj wie oben.
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Lemma 3.12 Sei A ∈ Rn×n mit der Jordanschen Normalform J = T−1AT . Dann ist TetJT−1

die HFM von ẋ = Ax und TetJ = (M1| . . . |Mm) ist eine FM. Dabei ist

Mj = eλj t

(
v(j,1), v(j,1)t+ v(j,2), . . . , v(j,1) tsj−1

(sj − 1)! + . . .+ v(j,sj−1)t+ v(j,sj)
)

Beweis. Analog zu Lemma 3.10.

Beispiel.

ẋ =
(

1 −1
4 −3

)
x =: Ax

p(λ) = det(A− λI) = λ2 + 2λ+ 1 = (λ+ 1)2, σ(A) = {−1}
⇒ das ist ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2

(A− (−1)I)v =
(

2 −1
4 −2

)
v

!= 0⇒ v = c

(
1
2

)
⇒ die geom. Vielfachheit ist 1⇒ A ist nicht diagonalisierbar.

Aus Lemma 3.11 folgt: Es gibt zwei Lösungen x(1)(t) = ve−t, x(2)(t) = (vt+ w)e−t mit einem
w ∈ R2.
Bestimme w durch Einsetzen:

ẋ(2)(t) = ve−t − (vt+ w)e−t != A(vt+ w)e−t

⇒ (A+ I)w = v ⇒ . . .⇒ w =
(

0
−1

)

Also ist

x(1)(t) =
(

1
2

)
e−t, x(2)(t) =

(
t

2t− 1

)
e−t ein Fundamentalsystem.

3.5. Lineare skalare ODEs höherer Ordnung
3.5.1. Allgemeiner Fall

Betrachte ODEs n-ter Ordnung

x(n) +
n−1∑
j=0

g(t)x(j) = b(t), t ∈ [t0, t1] =: J (3.6)

mit aj , b ∈ C(J,R) und mit den Anfangsbedingungen

x(t0) = x0, ẋ(t0) = x1, ..., x
(n−1)(t0) = xn−1.

Dies kann zu einem System erster Ordnung transformiert werden:

uk := x(k−1), k = 1, ..., n
u0,k := xk−1

f(t) := (0, ..., 0, b(t))T .

Gleichung (3.6) ist nämlich äquivalent zu

u̇ = A(t)u+ f(t),
u(t0) = u0,

(3.6.1)
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wobei

A(t) =


0 1 0 . . .
0 0 1 . . .

. . .
1

−a0(t) −a1(t) . . . . . . −an−1(t)

 .

Sei Y (t) eine Fundamentalmatrix zu u̇ = A(t)u. Die allgemeine homogene Lösung zu (3.6.1) ist
uh(t) = Y (t)c, c ∈ Rn.
Eine partikuläre Lösung zu (3.6.1) lautet:

up(t) = Y (t)
∫ t

t0
Y −1(s)f(s)ds.

Also lautet die allgemeine Lösung zu (3.6):

x(t) =
n∑
j=1

cjY1,j(t)︸ ︷︷ ︸
=uh,1(t)

+
(
Y (t)

∫ t

t0
Y −1(s)f(s)ds

)
1︸ ︷︷ ︸

=up,1(t)

mit c1, ..., cn ∈ R.

ODE zweiter Ordnung

Wir betrachten nun ODE zweiter Ordnung (n = 2). Hier ist Y (t) =
(
x1 x2
ẋ1 ẋ2

)
, wobei x1 und

x2 zwei linear unabhängige Lösungen von (3.6) sind.
Sei

z : = Y −1f.

Dann folgt

z = 1
detY

(
ẋ2 −x2
−ẋ1 x1

)
f

= 1
x1ẋ2 − ẋ1x2

(
ẋ2 −x2
−ẋ1 x1

)(
0
b

)

= b

φ

(
−x2
x1

)
, wobei φ := x1ẋ2 − ẋ1x2

Also ist eine partikuläre Lösung von (3.6):

xp(t) =
(
Y (t)

∫ t

t0
Y −1(s)f(s)ds

)
1

= −x1(t)
∫ t

t0

x2(s)b(s)
φ(s) ds+ x2(t)

∫ t

t0

x1(s)b(s)
φ(s) ds

Und die allgemeine Lösung lautet:

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + xp(t) mit c1, c2 ∈ R.
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Beispiel.

ẍ+ x = sin(t), t0 = 0

Als System erster Ordnung:

u1 : = x, u2 := ẋ

u̇ =
(

0 1
−1 0

)
︸ ︷︷ ︸

=:A

u+
(

0
sin(t)

)
.

Wie wir in einem obigen Beispiel gerechnet haben, ist die HFM für das homogene Problem:

Y (t) = etA =
(

cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
.

Es ist also

φ(t) = cos2(t) + sin2(t) = 1,

xp(t) = − cos(t)
∫ t

0
sin2(s)ds+ sin(t)

∫ t

0
sin(s) cos(s)ds

= . . . = 1
2(sin(t)− t cos(t)).

Allgemeine Lösung:

x(t) = c1 cos(t) + c2 sin(t) + 1
2(sin(t)− t cos(t)).

3.5.2. Homogene ODEs mit konstanten Koeffizienten

Betrachte

x(n) +
n−1∑
j=0

ajx
(j) = 0, aj ∈ R (3.7)

Als System erster Ordnung ist (3.7):

u̇ = Au mit A =


0 1 0 . . .
0 0 1 . . .

. . .
1

−a0 −a1 . . . . . . −an−1

 .

Da A konstant ist, folgt die globale Existenz für u̇ = Au und daraus die globale Existenz für
(3.7).

Unser Ziel ist die Bestimmung eines Fundamentalsystems ohne die Berechnung von etA.
Das charakteristische Polynom ist

p(λ) := det(A− λI) =
n∑
j=0

ajλ
j

mit an := 1.
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Bemerkung. Das charakteristische Polynom erhält man auch durch das Einsetzen von
x(t) = eλt in die linke Seite von (3.7).

Lemma 3.13 Falls λ∗ eine Nullstelle von p(λ) von der Vielfachheit ν ist, dann sind

eλ∗t, teλ∗t, ..., tν−1eλ∗t

linear unabhängige Lösungen von (3.7).

Beweis. (Ohne die Jordansche Normalform)

• die lineare Unabhängigkeit ist klar, da {1, t, t2, . . . , tν−1} linear unabhängig sind.

• Zu zeigen ist, dass x(t) = tleλ∗t eine Lösung von (3.7) ist, für l ∈ {0, 1, . . . , ν − 1}.

∂jt

(
tleλt

)
= ∂0

t ∂
l
λ

(
eλt
)

= ∂lλ∂
j
t

(
eλt
)

= ∂lλ

(
λjeλt

)
⇒ x(j)(t) = ∂lλ

(
λjeλt

)
|λ=λ∗

In der Differentialgleichung (3.7): (mit an := 1)

n∑
j=0

ajx
(j)(t) =

n∑
j=0

∂lλ

(
λjeλt

)
|λ=λ∗

= ∂lλ

 n∑
j=0

ajλ
jeλt

∣∣∣∣∣∣
λ=λ∗

= ∂lλ

(
p(λ)eλt

)∣∣∣
λ=λ∗

=
l∑

j=0

(
l
j

)
p(j)(λ∗)︸ ︷︷ ︸ tl−jeλ∗t = 0

=0, ∀j=0,...,ν−1, da λ∗ eine ν-fache Nullstelle

für alle l = 0, . . . , ν − 1. Der vorletzte Schritt in der obigen Rechnung folgt mit der
Leibniz-Formel.

Lemma 3.14 Seien λ1, . . . , λm verschiedene Nullstellen von p(λ) mit Vielfachheiten ν1, . . . , νm.
Dann ist

∪mj=1

{
eλjt, teλjt, . . . , tνj−1eλjt

}
ein im Allgemeinen komplexes Fundamentalsystem für (3.7). Falls aj ∈ R ∀j, dann ist

m⋃
j=1
λj∈R

{
eλjttp, p = 0, . . . , νj − 1

}
∪


m⋃
j=1

Im(λj)>0

{
Re
(
eλjt

)
tp, Im

(
eλjt

)
tp, p = 0, . . . , νj − 1

}
ein reelles Fundamentalsystem.

Beweis. Betrachte
q(t) =

m∑
j=1

qj(t)eλjt
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mit Polynomen qj(t) vom Grad νj − 1.
Zu zeigen ist, dass aus q ≡ 0 auch qj ≡ 0 ∀j folgt. Dann ist der Beweis fertig, da qj ≡ 0 dazu
äquivalent ist, dass alle Koeffizienten in qj Null sind.
Induktionsanfang:

m = 1 (Hier ist der Fall nach Lemma 3.13 klar)

Induktionsschritt:

m→ m+ 1

Angenommen,

m∑
j=1

qj(t)eλjt + qm+1(t)eλm+1t = 0 mit λm+1 6= λj ∀j = 1, . . . ,m

Dies ist äquivalent zu
m∑
j=1

qj(t)eµjt + qm+1(t) = 0, µj = λj − λm+1 (6= 0) (3.7.1)

Wir differenzieren s (=Grad qm+1 + 1)-mal und erhalten
m∑
j=1

rj(t)eµjt ≡ 0 mit Polynomen rj

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt

rj ≡ 0 ∀j = 1, . . . ,m (3.7.2)
d

dt

(
qje

µjt
)

=
(
q̇j + µjqj︸ ︷︷ ︸

)
eµjt

Grad = Grad (qj)

ds

dts
(qjeµjt) = rje

µjt mit Grad(rj) = Grad(qj)

≡ 0 nach (3.7.2)
⇒ qje

µjt ist ein Polynom

⇒ qj ≡ 0 (3.7.1)⇒ qm+1 = 0

Beispiel. (gedämpfter Oszillator)

mẍ+ βẋ+ kx = 0 mit m=Masse, β =Reibungskoeffizient und k =Federkonstante

Charakteristische Gleichung:

p(λ) = λ2 + 2aλ+ b = 0, wobei a = β

2m, b = k

m

Wurzeln:

λ1,2 = −a±
√
a2 + b.

Wir suchen zwei linear unabhängige Lösungen x1, x2.

Es gibt drei Fälle:
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(a) a2 > b (große Reibung)

x1(t) = eλ1t = e(−a+
√
a2−b)t

x2(t) = eλ2t = e(−a−
√
a2−b)t

(b) a2 < b (kleine Reibung)

x1(t) = e−atei
√
b−a2t

x2(t) = eate−i
√
b−a2t

reelle Lösungen:

x1(t) = e−at cos
(
t
√
b− a2

)
x2(t) = e−at sin

(
t
√
b− a2

)
(c) a2 = b

λ = −a (das ist eine doppelte Nullstelle)
x1(t) = e−at, x2(t) = te−at

4. Stetige Abhängigkeit
Betrachte

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0

f ∈ C (G,Rn) lokal lipschitzstetig in x
mit G ⊂ Rn+1 offen und (t0, x0) ∈ G

(4.1)

Frage. Hängt die Lösung x stetig von den Daten, das heißt von t0 ∈ R, x0 ∈ Rn und f ab?

Notation.

• (t−, t+) = maximales Existenzintervall

• Für jedes J ⊂ (t−, t+) kompakt ist Graphj(t) := {(t, x(t)) : t ∈ J ⊂ G} der Graph von x
auf J

t

x

[ ]
J

x(t)Graph x
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Definition. x hängt stetig von (t0, x0, f) ab, falls es zu jedem kompakten Intervall J ⊂ (t−, t+)
eine kompakte Umgebung K ⊂ G von GraphJx existiert, sodass die Lösung y von

ẏ = g(t, y), t ∈ J
y(τ0) = y0

(4.2)

existiert und |x(t)− y(t)| < ε ∀t ∈ J erfüllt, falls g ∈ C(J,Rn) lokal lipschitzstetig in y ist und
|τ0 − t0| ≤ δ, |x0 − y0| ≤ δ, sowie sup

(s,z)∈K
|f(s, z)− g(s, z)| ≤ δ.

Satz 4.1 Die Lösung von (4.1) hängt stetig von (t0, x0, f) ab.

Beweis. Sei y die Lösung von (4.2) auf ihrem maximalen Existenzintervall (τ−, τ+).

1) Es gilt

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, x(s))ds

y(t) = y0 +
∫ t

τ0
g(s, y(s))ds

⇒ x(t)− y(t) = x0 − y0 −
∫ t0

τ0
f(s, x(s))ds

+
∫ t

τ0
f(s, x(s))− g(s, y(s))ds

= x0 − y0 −
∫ t0

τ0
f(s, x(s))ds

+
∫ t

τ0
f(s, x(s))− f(s, y(s))ds

+
∫ t

τ0
f(s, y(s))− g(s, y(s))ds

(4.2.1)

2) Sei J = [a, b] ⊂ (t−, t+). Seien weiter α, η > 0 so klein, dass [a− η, b+ η] ⊂ [t−, t+] und
K := {(t, y) : t ∈ [a− η, b+ η], |x(t)− η| ≤ α} ⊂ G. Da K kompakt ist, folgt, dass f |K
global lipschitzstetig in x ist (mit einer Lipschitzkonstante L > 0). Sei

M := sup{|f(t, x)| : (t, x) ∈ K}.

Aus (4.2.1) folgt

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y0|︸ ︷︷ ︸
≤δ

+M |t0 − τ0|︸ ︷︷ ︸
≤δ

+ L

∫ t

τ0
|x(s)− y(s)|ds+ δ |t− τ0|︸ ︷︷ ︸

b−a+2η

∀t ∈ [τ0,min{b, τ+}),

falls

(s, y(s)) ∈ K für alle s ∈ [τ0, t]

Daraus folgt

|x(t)− y(t)| ≤ Cδ + L

∫ t

τ0
|x(s)− y(s)|ds,

wobei

C = 1 +M + b− a+ 2η,
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falls

(s, y(s)) ∈ K für alle s ∈ [τ0, t].

Mit dem Gronwall-Lemma folgt:

|x(t)− y(t)| ≤ CδeL(t−τ0) solange (t, y(t)) ∈ K. (4.2.2)

3) Zu zeigen ist (t, y(t)) ∈ K ∀t ∈ [a, b]. Dann folgt nach dem Fortsetzungssatz, dass die
Lösung y(t) auf dem Intervall [a, b] existiert.
Sei zunächst δ > 0 so klein, dass die rechte Seite von (4.2.2) auf [a, b] kleiner als α wird.
Angenommen, es gäbe ein erstes t∗ ∈ [τ0,min{b, τ+}), sodass

|x(t∗)− y(t∗)| = α

Aus (4.2.2) folgt dann der Widerspruch

|x(t∗)− y(t∗)| < α.

Analog argumentiert man für t∗ ∈ (max{a, τ−}, τ0].

4) Für ein gegebenes ε > 0 wähle δ > 0 so klein, dass die rechte Seite von (4.2.2) auf [a, b]
kleiner als ε wird.

Beispiel.

1) ẋ = f(t) := αx, x(0) = β mit α, β ∈ R
Nach Satz 4.1 hängt x stetig von f und β ab, das heißt von (α, β) ∈ R2.
In der Tat gilt:

x(t) = βeαt

und die Abbildung

Φ :
{

R2 → C(J,R)
(α, β) 7→ βeαt

ist stetig.

2) ẋ =
(
α 1
0 0

)
x, x(0) =

(
1
1

)
Nach Satz 4.1 ist x stetig in α.

α 6= 0 : xα(t) = c1e
αt

(
1
0

)
+ c2

(
1
−α

)

xα(0) != (1, 1)T ⇒ c2 = − 1
α
, c1 = 1 + 1

α

α = 0 : x0(t) = c1

(
1
0

)
+ c2

(
t

(
1
0

)
+
(

0
1

))
.
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Sei J ⊂ R kompakt: Gilt dann sup
t∈J
|xα(t)− x0(t)| → 0 (α→ 0)?

Ja, weil:

(xα)1(t) =
(

1 + 1
α

) ∞∑
j=0

tjαj

j! −
1
α

= 1 + t+ αt+ (1 + 1
α

)(eαt − 1− αt)

⇒ |xα(t)− x0(t)| =
(( 1
|α|
|eαt − 1− t|

)2
+O2

) 1
2

= 1
|α|
|eαt − 1− t|

⇒ |xα(t)− x0(t)| ≤ |α|+ |1 + 1
α |(

α2

2 t
2eα∗t)

für ein α∗ ∈ [0, α]. Also |xα(t)− x0(t)| → 0 für alle t ∈ J , falls α→ 0.

5. Stabilität
Grob formuliert:

"Die Lösung x(t) mit der Anfangsbedingung x0 ∈ Rn ist stabil, falls Lösungen mit
Anfangsbedingungen nahe an x0 in der Nähe von x(t) für alle t > 0 bleiben"

v

u−π π

x = (0, 0) ist stabil
x = (π, 0) ist instabil

Betrachte nun

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0

mit f ∈ C(R×G,Rn) lokal lipschitzstetig in x,
G ⊂ Rn offen und t0 ∈ R, x0 ∈ G

(5.1)

Untersuche die Stabilität einer festen Lösung x∗(t), t ≥ t0 mit x∗(t0) = x0∗.

• Sei y(t) = x(t)− x∗(t), wobei x(t) eine Lösung von (5.1) ist.

ẏ(t) = ẋ(t)− ẋ∗(t) = f(t, x(t))− f(t, x∗(t))
= f(t, y(t) + x∗(t))− f(t, x∗(t)) =: g(t, y(t)).

• g(t, 0) ≡ 0 impliziert: y(t) ≡ 0 ist eine Lösung von ẏ = g(t, y).

• y(t) bleibt nahe an 0 genau dann, wenn x(t) nah an x∗(t) bleibt. Das Stabilitätsproblem
für x∗ kann also immer zum Stabilitätsproblem der Lösung y(t) ≡ 0 umgeschrieben
werden. Also reicht es, die Stabilität von 0 zu untersuchen.
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Definition. Sei f wie in (5.1) mit f(t, 0) ≡ 0 und x(t;x0) sei die Lösung von (5.1) mit
x(t0) = x0 für t ∈ [t0,∞).

(i) Die Lösung x∗ = 0 heißt stabil, falls ∀ε > 0 ∃δ > 0 : Bδ(0) ⊂ G, die Lösung x(t;x0) zu
x0 ∈ Bδ(0) existiert für alle t ∈ [t0,∞) und |x(t;x0)| ≤ ε ∀t ∈ [t0,∞),

(ii) x∗ = 0 heißt instabil, falls sie nicht stabil ist,

(iii) x∗ = 0 heißt attraktiv, falls ∃δ0 > 0 : Bδ0(0) ⊂ G, die Lösung x(t;x0) zu x0 ∈ Bδ(0)
existiert für alle t ∈ [t0,∞) und limt→∞ x(t;x0) = 0 für alle x0 ∈ Bδ(0).

(iv) x∗ = 0 heißt asymptotisch stabil, falls sie stabil und attraktiv ist.

Beispiel.

1) ẋ = αx, α ∈ R, x(t) ∈ Rn

• Sei x(t;x0) die Lösung zur Anfangsbedingung x(0) = x0

• Die triviale Lösung x∗ = 0 ist
(a) stabil für α ≤ 0, weil |x(t;x0)| = |x0|eαt ≤ |x0|

(Also für ε > 0 ist |x(α, 0)| < ε ∀|x0| < δ := ε)
(b) instabil für α > 0, weil limt→∞ |x(t;x0)| =∞ ∀x0 6= 0
(c) asymptotisch stabil, falls α < 0, weil limt→∞ x(t;x0) = 0

2) harmonischer Oszillator (ẍ+ ω2x = 0, ω ∈ R \ {0}) Die Lösung zur Anfangsbedingung
x(0) = x0 und ẋ(0) = x1 ist

x(t) = x0 cos(ωt) + x1
ω

sin(ωt)

⇒ |x(t)|2 = x2
0 cos2(ωt) + x2

1
ω2 sin2(ωt) + 2x0

x1
ω

cos(ωt) sin(ωt)

≤ 2
(
x2

0 + x2
1
ω2

)

Es folgt die Stabilität von x∗ = 0, jedoch handelt es sich nicht um asymptotische Stabilität,
da x(t) 6→ 0.

5.1. Ebene lineare autonome Systeme
Wir untersuchen die Stabilität der trivialen Lösung x∗ = 0 von

ẋ = Ax, A =
(
a11 a12
a21 a22

)
∈ R2×2.

Wir zeigen, dass die Eigenwerte von A die Stabilität von x∗ = 0 beschreiben. Sei p := a11 + a22
und q := detA. Die Eigenwerte von A sind

λ1,2 = p

2 ±

√
p2

4 − q.

Fall 1: q <
p2

4
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Hier λ1,2 ∈ R und λ1 6= λ2. Es gibt also zwei linear unabhängige Eigenvektoren v(1), v(2). Jede
Lösung hat die Form

x(t) = c1x
(1)(t) + c2x

(2)(t), wobei x(j)(t) = v(j)eλjt, cj ∈ R.

Bem.: Für die Bilder wurden gewählt v(1) = (1, 0)T , v(2) = (0, 1)T .

1a) λ1 < 0 < λ2 ⇔ q < 0
• |x(1)(t)| → 0, |x(2)(t)| → ∞ (t→∞)
⇒ x∗ = 0 instabil (Sattelpunkt)

x1

x2

1b) λ1, λ2 < 0 ⇔ q ∈ (0, p2/4), p < 0
• |x(j)(t)| → 0 monoton (t→∞), j = 1, 2
⇒ x∗ = 0 asymptotisch stabil (stabiler Knoten)

Bem.: Für das Bild wurde λ2 < λ1 < 0 gewählt.

x1

x2

1c) λ1, λ2 > 0 ⇔ q ∈ (0, p2/4), p > 0
• |x(j)(t)| → ∞ (t→∞), j = 1, 2
⇒ x∗ = 0 instabil (instabiler Knoten)

Bem.: Für das Bild wurde 0 < λ2 < λ1 gewählt.

x1

x2

1d) λ1 < 0, λ2 = 0 ⇔ q = 0, p < 0
• |x(1)(t)| → 0 monoton (t→∞), |x(2)(t)| ≡ c
⇒ x∗ = 0 stabil aber nicht asymptotisch stabil

Bem.: Jeder Punkt auf der x2-Achse ist ein Ruehpunkt. x1

x2
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1e) λ1 > 0, λ2 = 0 ⇔ q = 0, p > 0
• |x(1)(t)| → ∞ (t→∞), |x(2)(t)| ≡ c
⇒ x∗ = 0 instabil x1

x2

Bem.: Jeder Punkt auf der x2-Achse ist ein Ruhepunkt.

Fall 2: q = p2

4
Hier λ1 = λ2 =: λ ∈ R. Es gibt nicht immer zwei linear unabhängige Eigenvektoren.

2a) Zwei linear unabhängige Eigenvektoren v(1), v(2) existieren.
Jede Lösung hat die Form

x(t) = (c1v
(1) + c2v

(2))eλt.

2a-i) λ < 0: x∗ = 0 asymptotisch stabil (stabiler Knoten)
2a-ii) λ > 0: x∗ = 0 instabil (instabiler Knoten)
2a-iii) λ = 0: x∗ = 0 stabil (triviale Dynamik: jeder Punkt x ∈ R2 ist kritischer Punkt)

2b) Nur ein linear unabhängiger Eigenvektor v (oBdA mit |v| = 1) existiert.
Jede Lösung hat die Form

x(t) = c1x
(1)(t) + c2x

(2)(t),

wobei
x(1)(t) = (tv + w)eλt, x(2)(t) = veλt und (A− λI)w = v.

Bem.: Für die Bilder wurden gewählt v = (1, 0)T , w = (0, 1)T .

2b-i) λ < 0 ⇔ p < 0
• x(1,2)(t)→ 0 (t→∞) ⇒ x∗ = 0 attraktiv
∗ z.z.: x∗ = 0 ist stabil
Die Funktion f(t) := (|w|+ t)eλt ist stetig, positiv und es gilt
f(0) = |w|, f(t)→ 0 (t→∞).
⇒ f hat Maximum in einem t∗ > 0
Sei ε > 0. Mit δ < εmin{1, 1/f(t∗)} gilt

|x(t)| ≤ |c1|f(t) + |c2|eλt < ε ∀t ≥ 0,

falls |c1|+ |c2| < δ (also z.B. falls |x0| < δ).
Also, x∗ = 0 ist asymptotisch stabil (stabiler falscher Knoten).

x1

x2
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2b-ii) λ = 0 ⇔ p = 0
• |x(1)(t)| → ∞ (t→∞), x(2) konstant
⇒ x∗ = 0 instabil

Bem.: Jeder Punkt auf der x1-Achse ist ein Ruhepunkt.

x1

x2

2b-iii) λ > 0 ⇔ p > 0
• |x(j)(t)| → ∞ (t→∞), j = 1, 2
⇒ x∗ = 0 instabil (instabiler falscher Knoten)

x1

x2

Fall 3: q >
p2

4
Hier λ2 = λ1 ∈ C \ R.
Jede Lösung hat die Form

x(t) = ceλ1tv + ceλ1tv = eσt 2Re(ceiρtv)︸ ︷︷ ︸
=:φ(t)

, wobei λ1 = σ + iρ und v ∈ C2, c ∈ C.

φ(t) ist periodisch. Für σ 6= 0 wird also das Verhalten der Lösung x(t) für t→∞ von eσt
diktiert.

3a) σ < 0 ⇔ p < 0
• |x(t)| ≤ max |φ(t)|eσt → 0 (t→∞)
⇒ x∗ = 0 asymptotisch stabil (stabile Spirale) x1

x2

3b) σ > 0 ⇔ p > 0
• |x(t)| → ∞ (t→∞) (falls x0 6= 0)
⇒ x∗ = 0 instabil (instabile Spirale) x1

x2
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3c) σ = 0 ⇔ p = 0
• x(t) = φ(t) (periodisch) und ‖φ(·)‖∞ → 0 falls |x0| → 0
⇒ x∗ = 0 stabil aber nicht asymptotisch stabil (Zentrum)

x1

x2

5.2. Lineare autonome Systeme in Rn

Betrachte

ẋ = Ax mit A ∈ Rn×n. (5.2)

Satz 5.1

1) x∗ = 0 ist genau dann stabil für (5.2), wenn Re(λ) ≤ 0 für alle Eigenwerte λ und falls
Re(λ) = 0, dann ist λ halbeinfach (1 < m-facher Eigenwert mit m linear unabhängigen
Eigenvektoren).

2) x∗ = 0 ist genau dann asymptotischs tabil für (5.2), wenn Re(λ) < 0 für alle Eigenwerte von
A.

Beweis.

1) (⇒) Sei x∗ stabil, das heißt, ∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x(t)| = |etAx0| ≤ ε ∀t ≥ 0, falls |x0| < δ, wobei
x(0) = x0.
Zu zeigen:

||etA|| ≤M <∞

Dann folgt die Behauptung aus der Form von etA.
Sei v ∈ Rn \ {0} beliebig und x0 = δ(1) v

|v| . Wir erhalten

|etAv| = δ(1)−1|v||etAx0| ≤ δ(1)−1|v|

⇒ ||etA|| = sup
v∈Rn\{0}

|etAv|
|v|

≤ δ(1)−1 =: M

(⇐) Es folgt ||etA|| ≤M <∞ aus der Form von etA (siehe Abschnitt 3.4.2).
Dann ist

|x(t)| = |etAx0| ≤M |x0|.

2) (⇒) Sei x∗ = 0 asymptotisch stabil. Dann gibt es δ0 > 0 so, dass

|x(t)| = |etAx0| → 0 ∀|x0| ≤ δ0.

Sei v ∈ Rn \ {0} beliebig und x0 = δ0
v
|v| .

|etAv| = δ−1
0 |v||e

tAx0| → 0 (t→∞)

⇒ |e
tAv|
|v|

→ 0 ∀v 6= 0

⇒ ||etA|| → 0⇒ Re(λ) < 0 für alle Eigenwerte.

(⇐) Die Rückrichtung ist offensichtlich.
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5.3. Linearisierte Stabilität von Ruhepunkten
Betrachte

ẋ = f(x)
mit f ∈ C1(Rn,Rn)

(5.3)

Sei x∗ ein Ruhepunkt, das heißt f(x∗) = 0.

Ziel: Stabilitätsanalyse der Lösung x(t) ≡ x∗
Sei x(t) eine beliebige Lösung und

u(t) : = x(t)− x∗

u̇(t) = ẋ(t)− d

dt
x∗︸ ︷︷ ︸

=0

= f(x(t)) = f(u(t) + x∗)

Taylor=
in x∗

f(x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

+Df(x∗)u(t) + r(u(t))

wobei

r(u) = |u|φ(u) mit φ(u)→ 0 (u→ 0).

Also

u̇ = Df(x∗)u+ r(u) (5.4)

ist äquivalent zu (5.3), falls x = x∗ + u.

• Ein Vorteil von (5.4): Der Ausdruck ist linear bis auf den Term r(u), der klein ist für |u|
klein.

• Da u “klein” äquivalent ist zu “x nah an x∗”, ist die Stabilität von x∗ in (5.3) äquivalent
zur Stabilität von u(t) ≡ 0 in (5.4).
Wir zeigen: Die Stabilität von 0 in (5.4) wird teilweise aus der Stabilität von 0 im
linearisierten System u̇ = Df(x∗) abgeleitet.

Satz 5.2 Sei f ∈ C1(Rn,Rn), x∗ ein Ruhepunkt von (5.3) und sei A := Df(x∗). Dann gilt:

(i) Re(λ) < 0 für alle Eigenwerte von A, dann ist x∗ asymptotisch stabil für (5.3).

(ii) Re(λ) > 0 für einen Eigenwert von A, dann ist x∗ instabil.

Bemerkung. Aus Re(λ) ≤ 0 für alle Eigenwerte von A kann nichts über die Stabilität von
(5.3) gesagt werden (auch wenn alle Eigenwerte halbeinfach sind).

Beweis.

(i) Mit der Variation der Konstanten gilt für u(t) := x(t)− x∗

u(t) = etAu0 +
∫ t

0
e(t−s)Ar(u(s))ds, t ≥ 0 (5.3.1)

Zu zeigen ist:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |u(t)| ≤ ε und lim
t→∞
|u(t)| = 0 für alle |u0| < δ.
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Es gilt ‖etA‖ ≤Me−ωt für alle t ≥ 0 mit einem ω > 0,M ≥ 1.
Also

|u(t)| ≤Me−ωt|u0|+M

∫ t

0
e−ω(t−s)|r(u(s))|ds ∀t ≥ 0.

Da r(u) = ϕ(u)|u| mit limu→0 ϕ(u) = 0, gilt

∀ρ > 0 ∃η > 0 : |r(u)| ≤ ρ|u|, falls |u| ≤ η.

Sei ρ0 > 0 und η0 := η(ρ0).

|u(t)| ≤Me−ωt|u0|+Mρ0

∫ t

0
e−ω(t−s)|u(s)|ds, falls |u(s)| ≤ η0 ∀s ∈ [0, t].

Für ψ(t) := eωt|u(t)| folgt

ψ(t) ≤M |u0|+Mρ0

∫ t

0
ψ(s)ds.

Also, nach der Gronwall-Ungleichung

ψ(t) ≤M |u0|eMρ0t,

das heißt
|u(t)| ≤M |u0|e(Mρ0−ω)t, solange |u(s)| ≤ η0 ∀s ∈ [0, t].

Wir wählen ρ0 so, dass Mρ0 − ω < 0 und δ so, dass δM < min{η0, ε}.
Dann folgt

|u(t)| ≤M |u0| ≤ δM < min{η0, ε}, falls |u0| < δ und |u(s)| ≤ η0 ∀s ∈ [0, t]. (5.3.2)

Es kann also kein t∗ > 0 geben, sodass |u(t∗)| = η0. Deshalb |u(t)| < η0 für alle t > 0. Aus dem
Fortsetzungssatz folgt die globale Existenz nach rechts für u(t).
Gleichung (5.3.2) ist die Stabilität von u(t) ≡ 0. Außerdem gilt

|u(t)| ≤Me(Mρ0−ω)t|u0| → 0 (t→∞),

weil Mρ0 − ω < 0. Insgesamt ist also u(t) ≡ 0 (und deswegen x(t) ≡ x∗) asymptotisch stabil.

(ii) Siehe Sec. 5.4 in [2]. Die Idee des Beweises ist u0 aus dem instabilen Unterraum

X∗ := span{vj : Re(λj) > 0 und (λj , vj) ist Eigenpaar von A}

zu wählen. Für solche u0 wächst u(t) sogar exponentiell schnell.

Beispiel.

1) Mathematisches Pendel

ẍ+ ω2 sin(x) = 0, ω ∈ R \ {0}

Sei y1 := x, y2 := ẋ. Dann ist

ẏ = f(y) : =
(

y2
−ω2 sin(y1)

)
.
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• Ruhepunkte werden durch f(y) = 0 bestimmt. Das ist äquivalent zu
y2 = 0, y1 = kπ, k ∈ Z
(a) k = 1

Df(π, 0) =
(

0 1
−ω2 cos(π) 0

)
=
(

0 1
ω2 0

)
⇒ λ2 − ω2 = 0, das heißt: λ1,2 = ±ω

– ein positiver Eigenwert bedingt nach Satz 5.2 die Instabilität von y ≡ (π, 0)
(b) k = 0

Df(0, 0) =
(

0 1
−ω2 cos(0) 0

)
=
(

0 1
−ω2 0

)
⇒ λ1,2 = ±iω

Also ist Satz 5.2 hier nicht anwendbar. Im linearisierten System u̇ = Df(0, 0)u ist
die Lösung u(t) ≡ (0, 0) jedoch stabil, da der Punkt (0, 0) ein Zentrum ist. Wir
zeigen in Abschnitt 5.4 mit Hilfe der Ljapunov-Methode, dass (0, 0) auch im
nichtlinearen System ẏ = f(y) stabil ist.

2)

ẋ = βx3︸︷︷︸
=:f(x)

(5.4.1)

• Ruhepunkt x = 0
• f ′(x) = 3βx2, f

′(0) = 0⇒ Satz 5.2 ist nicht anwendbar.

Problem (5.4.1) sowie die Linearisierung u̇ = f(0)u sind jetzt aber explizit lösbar:

1) u̇ = f(0)u = 0⇒ u∗ = 0 ist stabil.

2) ẋ = βx3

x(t) = sign(x0)
√

−1
2βt− x2

0
(Trennung der Variablen)

⇒ β < 0 : asymptotische Stabilität
β > 0 : Instabilität

5.4. Ljapunov-Methode
Betrachte

ẋ = f(x)
mit f : G→ Rn lokal lipschitzstetig und G ⊂ Rn offen

(5.5)

Definition. V ∈ C(G,R) heißt

(a) Ljapunov-Funktion (LF) für (5.5), falls für jede Lösung x von (5.5)

φ(t) := (V ◦ x)(t)

monoton fällt. (Das heißt, V fällt entlang aller Lösungskurven.)
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(b) strikte Ljapunov-Funktion (SLF) für (5.5) falls

φ(t) := (V ◦ x)(t)

streng monoton fallend ist.

Bemerkung.

1) Falls V ∈ C1(G,R), dann

φ̇(t) = ∇V (x(t))T ẋ(t)
= ∇V (x(t))T f(x(t))

und V ist eine LF genau dann, wenn

∇V (x)T f(x) ≤ 0 ∀x ∈ G.

2) Jedes erste Integral ist eine LF.

3) Falls −f(x) = ∇F (x) für ein F ∈ C1(G,R), dann ist V := F eine LF:

∇V T f = −∇F T∇F = −|∇F |2 ≤ 0.

Für n = 1 hat (5.5) also immer die LF gegeben durch

V (x) = −
∫ x

x0
f(s)ds (mit x0 ∈ G).

Beispiel. (Gedämpftes Pendel)

ẍ+ αẋ+ ω2 sin(x) = 0 mit α ≥ 0, ω > 0

Als System erster Ordnung:

ẏ =
(

y2
αy2 − ω2 sin y1

)
mit y1 := x, y2 := ẋ

Die Funktion

V (y) : = 1
2y

2
2 + ω2(1− cos(y1)

ist eine LF, da

∇V (y)T f(y) = (cos2 sin(y1)y2 + y − 2(−αy2 − ω2 sin(y1))
= −αy2

2 ≤ 0

Satz 5.3 Sei V eine LF von (5.5) und x∗ ein Ruhepunkt.

1) Falls x∗ ein striktes lokales Minimum von V ist, dann ist x∗ stabil.

2) Falls x∗ ein striktes lokales Minimum von V ist, x∗ isoliert in E := {x ∈ G : f(x) = 0} und
V eine SLF sind, dann ist x∗ asymptotisch stabil.
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Beweis.

1) Sei ε < 0 mit Bε(x∗) ⊂ G und V (x) > V (x∗) ∀x ∈ Bε(x∗) \ {x∗}. Außerdem definieren wir
η := min

x∈∂Bε(x∗)
V (x)

• V (x∗) < η ⇒ ∃δ ∈ (0, ε) : V (x) < η ∀x ∈ Bδ(x∗)
• Sei x0 ∈ Bδ(x∗). Dann

V (x(t)) ≤ V (x0) < η (da V entlang Lösungskurven fällt)

solange x(·) existiert.
Zu zeigen: x(t) erreicht nie ∂Bε(x∗). (Dann folgt die globale Existenz und
|x(t)− x∗| < ε ∀t > 0.)
Angenommen es existiert t′∗ > 0, sodass x(t′ ∈ δBε(x∗). Dann

V (x(t′)) ≥ η (Widerspruch)

2) Siehe [2]

Beispiel. (Bewegung eines Teilchens mit Masse m im Potentialfeld.)

mẍ = −∇φ(x), x(t) ∈ Rn (5.6)

Dabei ist x(t) die Position.

q̇ = ẋ = p

m
ṗ = mẍ = −∇φ(q)

 2n-Gleichungen mit q := x, p := mẋ

Sei V (q, p) = |p|2
2m + φ(q)

(
= m |ẋ|

2

2 + φ(x)
)
. Es folgt

d

dt
V (q(t), p(t)) = 1

2m
d

dt

(
p(t)T p(t)

)
+ d

dt
φ(q(t))

= 1
m
ṗ(t)T p(t) +∇φ(q(t))T q̇(t)

= 1
m

(−∇φ(q(t))T p(t)) + 1
m
∇φ(q(t))T p(t) = 0

Also ist V ein erstes Integral und damit eine LF. Das heißt, strikte Minima von V sind stabile
Ruhelagen von (5.6).

Beispiel. (Mathematisches Pendel) Wie wir hier zeigen, kann man mit Hilfe der
Ljapunov-Methode die Stabilität der unteren Ruhelage des mathematischen Pendels recht
einfach zeigen. Bemerken Sie, dass wir die linearisierte Stabilitätstheorie in diesem Fall nicht
anwenden konnten.

ẍ = −ω2 sin(x)

ist ein Beispiel einer Bewegung im Potentialfeld (mit m = 1 und φ(x) = −ω2 cos(x)).

φ(x) = −ω2 cos(x) hat ein striktes Minimum in x = 2kπ, k ∈ Z
⇒ (x, ẋ) = (0, 0) ist stabil.
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A. Jordansche Normalform
Für alle A ∈ Rn×n gibt es eine invertierbare Matrix T ∈ Cn×n, sodass

A = TJT−1

mit

J =


J1

J2
. . .

Jm

 und Jk =


λk 1

. . . . . .
. . . 1

λk

 ∈ Csk×sk für alle k ∈ {1, . . . ,m},

wobei λ1, . . . , λm (1 ≤ m ≤ n) die Eigenwerte von A sind - aufgelistet mit ihrer geometrischen
Vielfachheit.

(i) Sei λ ∈ σ(A). Dann ist die geometrische Vielfachheit von λ gleich der Anzahl der Blöcke
Jk mit λk = λ. Die algebraische Vielfachheit ma(λ) des Eigenwertes λ erfüllt

ma(λ) =
m∑
k=1
λk=λ

sk.

(ii) Falls λ halb-einfach (geometrische Vielfachheit gleich algebraischer Vielfachheit) ist,
dann sind alle Blöcke mit λk = λ skalar.

(iii) Die Spalten von T sind die Hauptvektoren von A, d.h. Lösungen von (A− λ)kv = 0 für
ein k ∈ N und einen Eigenwert λ von A. Genauer: die Matrix T hat die Form
T = (T1|T2| . . . |Tm), wobei Tk ∈ Cn×sk . Die Spalten von Tk sind die Hauptvektoren
v(k,j), j = 1 . . . , sk zu λk, wobei v(k,1) ein Eigenvektor ist. Die Hauptvektoren erfüllen

(A− λkI)v(k,j+1) = v(k,j), j = 1, . . . , sk − 1.

(iv) Reelle Jordansche Normalform: Es existiert eine invertierbare Matrix U ∈ Rn×n,

sodass A = UJU−1 mit
(
J1

. . .
Jm

)
, wobei

Jk =



λkIsk +Nk , falls λk ∈ R,
R I2

. . . . . .
. . . I2

R

 , R =
(
Reλk Imλk

−Imλk Reλk

)
, falls Imλk 6= 0.

Die Spalten von U sind die Real- und Imaginärteile der Hauptvektoren zu A.
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