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1. Einleitung

Die Hauptreferenz dieser Vorlesung ist [2]. Es werden aber auch andere Quellen benutzt,
wie [3] oder [1].

"Differentialgleichungen sind Gleichungen mit Funktionen (Unbekannten) und ihren

Ableitungen”
Beispiel.
1. 4r(t) = 2(t) fiir alle t € R; Lésung: x(t) = ce!
2. %(t) =c e R fir t € R; Losung: x(t) = ct + d fir alle d € R
Definition. Seien m,n € R, I ein Intervall und F : I x R" x - - - x R" — R"
S ——
(n—1) mal
de d*z d™x
Flte,— —,...,— | =0,tel 1.1
( 7‘,1?7 dt’ dt27 ) dt2 > b E ( )

(kurz : F(t,z, &, &,...,2%) = 0) heiBt eine gewohnliche Differentialgleichung (ODE) der
Ordnung m.

Bemerkung.
e In (1.1) ist nur eine unabhéngige Variable: ¢ (oft ist ¢ die Zeit).
e Bei partiellen Differentialgleichungen (PDE) gibt es mehrere unabhéngige Variablen.
Beispiel.
Ot — 0*u =0 (Wellengleichung)
Definition. x : I — R™ heifit eine Losung von (1.1) in I, falls x € C™(I,R™) und
F(t,z(t),&(t),...,a® @) =0, t eI



Anwendungen von ODEs finden sich “iiberall”; einige Beispiele sind:
e Biologie: Populationsmodelle
e Finanz: Verzinsung, Bewertung von Wertpapieren
e Chemie: Reaktionsgleichungen, radioaktiver Zerfall
e Mechanik: Planetenbahnen, Pendel, Oszillator

e Elektrotechnik: Schwingkreis

1.1. Erste Beispiele

1) Bevolkerungswachstum

(a) Die Anderungsrate ist proportional zur aktuellen Populationsgrofe.
Modell:

z(t) = ax(t), t >0 mit « >0 (1.2)
Losungen:

z(t) = ce® mit ¢ € R beliebig
Behauptung. Jede Losung von (1.2) hat die Form x(t) = ce® mit ¢ € R

Beweis. Sei z(t) eine Losung

% (x(t)e_o‘t) = 2(t)e” — ax(t)e ™
= (&(t) —ax(t) e ™ =0
=0
= z(t)e* = cc R, d.h. 2(t) = ce™

]
Bemerkung. ¢ kann durch die Anfangsbedingungen (AB) x(0) = xo € R ermittelt
werden. '
z(0) = ce®? =20 = c= 19
Zusammenfassung. Das Anfangswertproblem (1.1) hat die eindeutige Losung
x(t) = wpet.
(b) Logistisches Wachstum - realistischer: kein unbegrenztes Wachstum (zum Beispiel
durch endliche Ressourcen)
:E:ax(l—x), t>0
K
2(0) = o (1.3)
mit a >0

o fiir z € (0,k) ist © > 0 (Wachstumsrate positiv)

e fiir z > k ist & < 0 (Riickgingig)



2)

o fir x = k ist © = 0 (Equilibrium)

x
Zo
" \
x
0 Loésungskurven
t
Lésung von (1.3):
ToK

x(t) =

0+ o (r — o) (Separation der Variablen)

Radioaktiver Zerfall
Annahme: Die Zerfallsrate ist proportional zur aktuellen Masse x(t)

x(t) = —)\x,t >0 o —\t

{ 2(0) = x4 = z(t) = zoe (1.4)
Harmonischer Oszillator

Annahme: Die einzige duflere Kraft ist die Gravitation

Kréafte:
[
Fy=mg (Gewichtskraft)
[
Fy(x) = —kx, k>0 (Federkraft)

e in der Ruhelage x = xq ist Fy = —Ff(x¢), d.h. mg —kzog =0
Sei y:=x — x¢
e 2. Newtonsches Gesetz:
@}, = Fy + Fy(x)
my =mg—kx (15)

mij =mg — kxo — k(x —x0) = —ky

Also

wobei

Loésung von (1.5) : y(t) = acos(wt) + bsin(wt) mit a,b € R beliebig, a,b werden durch die
Anfangsbedingungen festgelegt:
. Y
y(0) =0, 9(0) =1, a=yo, b="
Eindeutige Lésung von AWP:

y(t) = yo - cos(wt) + LI sin(wt)
w



4) Mathematisches Pendel

F,

Ruhelage

o Riickstellkraft:

F,(xz) = F, - sin(z) = mg - sin(x)

e Newton:

tangentiale Beschleunigung: [%

= mli = —F,(z) = —myg - sin(x) (1.6)

das heif3t

i+ w?sin(z) =0, w? = %
Die Losung von (1.6) existiert also, ist aber im Allgemeinen nicht explizit.

e offenbare explizite Losungen:

r=n-m.ncZ:d "7 2k, k€ Z, stabile Ruhelage
B ’ "1 n=2k+ 1,k € Z, instabile Ruhelage

5) Réuber-Beute-Modell (Lotka-Volterra)

x(t) = Beute-Population

y(t) = Rauber-Population }Zur Zeit t

T =ar — byx

Modell: .
Y= —cy+dyx

} mit a, b, c,d > 0 gegeben

ist im Allgemeinen nicht explizit 16sbar

Definition. ODE (1.1) heifit linear, falls F' linear von z, &, ..., 2(*) abhéngt, sonst heift sie
nicht-linear.

Bemerkung. Die Beispiele (1) - (3) sind linear, Beispiele (4),(5) sind nicht-linear.



1.2. Fragestellungen der ODE-Theorie

(i) Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

von ODE - in der Regel keine eindeutige Losung
AWP - unter Bedingungen herrscht Eindeutigkeit

(ii) Lokale oder globale Existenz
e lokal fiir ¢t € (t.,t")

e global fiir alle t € R oder ¢ € (0, € o0)
= Beispiel (1) a,b

Beispiel. ODE mit

i(t) =22 t >0
z(0) = o € R gegeben

Ny dx 9
T=—==x
dt
Dann ist
_o, dx
x (t)a =1 (falls z(t) # 0).
Mit Integration folgt
dx
-2
t)— = [ 1dt
/ T O /
/:Ude =t+c
—rt=t+c
1
t — —
o) = -1
z0)=a = ——=a«
c
1
= c=—=
«
Also
1
z(t) = — 1
t—%
= Blow-Up in t = é, also nur lokale Existenz der Losung.
x l
& 1
1 | t
@




(iii) Abhéngigkeit der Losung von Daten (Anfangsdaten oder Parameter)
(iv) Techniken zur Berechnung von Lésungen

(v) Qualitatives Verhalten
(Beschréanktheit, invariante Mengen, periodische Losungen, Asymptotik fiir ¢ — oo,

Stabilitit)

1.3. Inhalte der Vorlesung (vorladufig)
(I) Einleitung: Richtungsfeld, Phasenebene, Spezielle Gleichungen

(IT) Existenz, Eindeutigkeit: Satz von Picard-Lindel6ff, Maximales Existenzintervall
(ITI) Lineare Systeme: & = Az +b, A € R™" becR"

)
)
)
(IV) Abhéngigkeit von Daten
(V) Stabilitét

)

(VI) Existenzsatz von Peano

1.4. Richtungsfeld, Phasenportrait
(a) Skalare ODEs erster Ordnung:
= f(t,z) ,f:RxR—-R (1.6)
——

Steigung von
x(t) zur Zeitt
beim Wert x

Beispiel.
i =1+’

Linienelemente:
Geradenstiicke mit Steigung m = ¢2 + z2

t

NIV SS

TINSS—

Definition. Betrachte (1.6). Das Triple (¢, , f(t,x)) € R? heifit Linienelement. Die
Gesamtheit aller Linienelemente von (1.6) heiit Richtungsfeld.

Definition. Kurven t — z(t), gegeben durch f(t,z) = ¢ € R, heiflen Isoklinen. Eine
Losungskurve t — x(t) fir @ = f(x,t), f:R® x R® — R" hei8t Trajektorie oder Orbit.



Bemerkung.

(a) Trajektionen folgen dem Richtungsfeld
(b) Isokline = Kurve des gleichen Anstiegs von z

(c¢) im autonomen Fall (f unabhéngig von ¢, das heifit f = f(x), f: R — R) sind die
Linienelemente offenbar von ¢ unabhéngig

Beispiel. (Logistische Gleichung)

===

=z(1-%), k>0 - 3:’33

=

Alternative Darstellung fiir skalare autonome ODEs:

Beispiel. (Logistische Gleichung)

Pfeil mit orientierter Lange:

0} & Ty T
Autonome Systeme von zwei Gleichungen
&= fi(z,y) - 2 2
. mit f:R* >R 1.7
y = fa(z,y) } / .7

Definition. Fiir (1.7) heiBt (z,vy, f(7,y)) € R* das Linienelement und deren Gesamtheit
das Richtungsfeld.

Beispiel. (Lotka-Volterra)

igg EZx—by)) } mit a,b,c,d >0 (1.8)
z(t) = Beutepopulation '
y(t) = Réuberpopulation zur Zeit t.



Y Losungskurve ist periodisch
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Definition. Betrachte ein autonomes System
= f(x), f:R" - R" (1.9)

a) Punkt u, € R™ heifit Ruhepunkt (kritischer Punkt, Equilibrium), falls f(u.) =0

b) Fiir n = 2 heifit die Ebene (x,y) € R? die Phasenebene und die Gesamtheit der
Trajektionen das Phasenportrait.

Bemerkung. Ruhepunkte sind konstante Losungen

Beispiel. In (1.8) gibt es zwei Ruhepunkte:

0. (43

Phasenportrait (Rduber-Beute-Modell)

Y

SallS]

ol
8



Definition. Eine nicht konstante Funktion ® : R™ — R heifit erstes Integral von (1.9),
falls ® konstant entlang Losungen ist. Das heift, fiir jede Losung z(t) gibt es ein ¢ € R,
sodass ®(z(t)) =¢c, VtER

Bemerkung. Trajektorien liegen in Niveaumengen des ersten Integrals.

e Die Niveaumenge zu ¢ € Rist ®7!(c) = {z € R: ®(x) = ¢}
Beispiel. Lotka-Volterra fiir x,y > 0
b d b
O(x,y) = St —y — —log <m> —log (y)
a a a a a

ist ein erstes Integral. (Herleitung: siehe [2])

e Kontrolle, dass ® ein erstes Integral ist.

7 zeigen:
§%¢($@)4At»::()ﬁnjedelxmung(x,y)
%@@@%wny=@@¢+@¢y
= 0, ®(x(t), y(t))2(t) + 0,®(x(t), y(t)y(t))
Es gilt:

C(l_da>
— _ a a cr
=V = b

a

Also

Ge.y0) = (5-53) @=tw+ (5 -2 e —dy =0

Auflerdem gilt:

Vo =0< (z,y) = <i,2)

0
a1
D*® = ( ax 1 ) ist positiv definit
2

d
= (, Z) ist globales Minimum von @ : (0, 00)2 —R
c

Niveaumengen sind geschlossene Jordan-Kurven
e Losungen existieren global (d.h. fiir alle ¢ € R) — siehe Kapitel 1T
e Also folgt, dass alle Lésungen mit (z(0),%(0)) € (0,00)? periodisch sind, d.h.
V (2(0),y(0)) € (0,00)2 37> 0: (z,y)(t+7)=(z,9)(t), VtER

Beispiel. (Mathematisches Pendel)

&+ w?sin(z) =0



Transformation zum System erster Ordnung:

¥4 w?sin(u) =0
U="v

U=, vi=1 = { (1.10)

suche ®(u,v), sodass 0, ®(u,v)i + 9,®(u,v)d = 0, das heifit 9,Pv — 9, Pw? sin(u) = 0
e einfachstes ®: ®(u,v) = Fv* — w? cos(u)
e iibliche Wahl: ®(u,v) = $v? + w?(1 — cos(u)) = sodass & >0
e Ruhepunkte: (km,0), k€ Z

Vo (u,v) = ( w? SH;(W ) . D*®(u,v) — ( w? co;(u) (1) )

e u=2nw = D2®(u,v) ist positiv definit, da (27n,0) ein lokales Minimum von @ ist
(untere Ruhelage)

e u=((2n+1)m) = D*®(u,v) ist indefinit
= ((2n+ 1)m,0) ist ein Sattelpunkt.

Phasenportrait (Mathematisches Pendel)
Oszillation um die stabile Ruhelage

v Uberschlag des Pendels

§§<
.
>\U
@

1.5. Wichtige ODE-Typen & Losungsverfahren
Allgemeine Form:

F(t, i@, ...2®) =0, F: I xR" x ... x R" - R"
Skalare ODE: n =1
ODE-Systeme: n > 1

Bemerkung. Eine ODE m-ter Ordnung kann immer als ein gréfleres System erster
Ordnung ungeschrieben werden.

U1 =Y
Y2 = Y3
Yy1 =, Y2 = j"7 Ym = x(m_l) =
Yim—1) = Ym

F(t’ Y1,Y2, 7ym,ym) =0



2)

8)

Homogene ODE
In (*) ist kein Term der Form h(t), z.B. & + w? sin(x) = 0
inhomogene ODE: z.B. ¢ = x + ¢

Lineare ODE
Eine wichtige Klasse ist y = My + f(t), M e R™*" f:R — R"
nichtlineare ODE: oft nicht explizit 16sbar

Autonome ODE
F =F(x,d,..., (M) d.h. F hingt nicht direkt von ¢ ab — hier sind Richtungsfeld &
Phasenportrait sinnvoll

separable ODEs (ODE mit getrennten Variablen) &(t) = g(x)h(t), g,h: R — R

exakte ODE

0. F(x,y) + Oy F(x, y)% =0

Bernoulli-ODE

T+ g(t)r+ h(t)z* =0, a #1 = liasst sich als lineare ODE umschreiben

Riccati-ODE
i+ g(t) + h(t)z? = k(t)

Bemerkung. Fiir 3 - linear, 5,6,7,8 gibt es spezielle Losungsverfahren

(3a) Lineare homogene ODEs

> a;(t)z(t) =0, teI cR
j=0

mit a; : I - R"™", z €l — R"
Hier gilt die Superposition: "fiir zwei Losungen z,y ist auch ax + Sy eine Losung"(fiir
a, B € R beliebig).

(3b) Skalare lineare ODEs der Form

t=a(t)r+0b(t), te I CR (1.11)

(i) Homogenes Problem
tp=a(t)zxy, tel (hom)
n(8) = el ® % it 10 € I belicbig (1.12)

Behauptung. Jede Losung von (hom) hat die Form (1.12).

Bewes.
Sei xp, eine Losung von (hom) und sei

fiir ein tg € I fest.

% (l’h(t)e—A(t)) = (@p — a(t)za(t)) e Al _ 0,

da zp, eine Losung ist.

= ap(t)e A = ¢

11



(ii) Inhomogenes Problem (1.11)

e suche eine ("partikuldre") Losung z,,

e Ansatz:
() = c(t)et® (Variation der Konstanten)
ip(t) = (E()t + c(t)a(t))e)
— alt)zy(t) + b(t)

Eine Losung ist
also ist

auch eine Losung von (1.11).

Satz 1.1 Sei ¢y € I beliebig. Jede Losung von (1.11) hat die Form

t
2(t) = ceO) 4 AW / e~ AO)p(s)ds. (1.12)

to

Das heifit, sie ist Summe der allgemeinen homogenen Lésung und einer partikuldren
Losung der inhomogenen Gleichung.

Beweis. Sei y eine Losung von (1.11) und sei z wie in (1.12).

d

W —2) = at)(y —2) +b(t) - b(t)

= (y — z) ist eine homogene Losung
= (y—z)=c ceR

=y hat die Form (1.12)

Bemerkung.

e Beim Anfangswertproblem wéhlt man oft g = Zeit der AB
e ¢ wird durch die AB bestimmt.

12



Beispiel.

t=cos(t)x+t, teR
——
a(t)

z(0) =1
At) = /0 " cos(s)ds

) , t )
:Sin(t) = $(t) :CGS1n(t)+651n(t)/ e—sm(s)s ds
0

z(0)=1 = c=1
. t )
= z(t) = s () (1 +/ se” Sm(s)ds)
0

(3c) Lineare Systeme der Form:

i = Maz+ f(t) mit M e R™™ f:R — R"

= Siehe Kap. 111

(5) : separable ODEs

& = g(x)h(t)
Beispiel.
t=(?+1)t? teR
x(0) = g
1 dx _ ,
r24+1dt
- /lmdt = /t2dt (Substitution von x(t))
x24+1dt
1
/ ——dx = / t2dt
e +1
43
= arctan(x) = 3 +c
t3
= z(t) = tan (3 + c>
mit AB:
z(0) = tan(c) = xo,
= ¢ = arctan(zp)
und somit

x(t) = tan <t; + arctan(x0)>

13



Satz 1.2 Sei h € C(a, B),R), g € C(a,b),R), to € (a, B), xo € (a,b) und betrachte

&= g(a)h(t) } (1.13)

z(t) := GTHH (1)) (1.14)

die eindeutige Losung von (1.13) ist auf Js5 := (to — 0,%0 + ¢), wobei

G(z) = /x: g(ls)ds
und .
H(t)= [ h(s)ds.

to

(b) Falls g(z¢) = 0, dann ist z(t) = o eine Losung auf (a, ), aber andere Losungen kénnen
existieren.

Beweis.

(a) g(zo) #0
(i) Eindeutigkeit: Sei z(¢) eine Losung von (1.13).

e g und x sind stetig

= goux stetig = 35> 0:¢g(z(t)) #0, Vit € Js

(L) &

= g(w(t)) - h(t)7 YVt € J5

e Linke Seite:
g(xl;t)) - %G(w(t)) (Kettenregel)
= %G(x(t)) — h(t)
G(z(t) — w = t: h(s)ds (Integration)
=0
H(t)

= G(z(t)) = H(t) Vt € J;

= O'(a(t) = g(xl(t)) L0Vt e Jj

= 3 Umkehrfunktion G~!
= z(t) = Gil(H(t)) Vt € Js

(ii) Zu zeigen: (1.14) ist eine Losung

14



e g, h sind stetig, g(zp) # 0

Fe>0:GeClxg—e,20+¢)
H e Cl(a, B)

o G'(w0) = joy # 0
Also ist nach dem Umkehrsatz

G™Y(H) € C(J5) fiir ein 6 > 0
Nun sei z(t) gegeben durch (1.14):

(b) g(z0) =0

= x(t) = ¢ ist offensichtlich eine Losung.
Es geniigt, ein Beispiel ohne eine eindeutige Losung zu finden.

Wir wahlen:
=z, teR
z(0)=0

%dp—ﬂ/ﬁ

:>/x_§da::t+c

2yr=t+c
1
& :U—E(t—i-c)
1,0
z(0) = 1€ =0 = ¢c=0
= 2(t) L
€T —
4

ist eine Losung

(6) exakte ODEs haben die Form
0. F(x,y) + 0, F(z )@ =0 (= i(F(m ()))
T 7y Yy 73/ dl‘ - - dﬂj’ 7y
Betrachte

dy
g(x,y) + h(z, y)d =0, z€lCR

Definition. Falls 3 F € CY(R?) : 0,F = g, 0,F = h, dann ist (1.15) dquivalent zu

<L P(z,y(t)) = 0 und die ODE (1.15) heifit ezakt.

15
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Bemerkung. Losungen von (1.15) sind dann implizit durch F(x,y(t)) = ¢ gegeben.

Beispiel.

= 1.16.1
—_—— ~~ dzx 0 (1.16.1)
g(z,y) h(z

2x + 4% + 2xy

Y)

e suche F(z,y), sodass 0, F = 2z + y?, 9,F = 2xy
e cine Moglichkeit: F(z,y) = zy? + 22

e Losungen sind gegeben durch zy? + 22 = ¢

Hier kann y explizit berechnet werden:

NG

X

y(z) = + (C_ x2> fitr 2 € (—00, v/ U (0, V]
y(0) = 0 nach (1.16.1)

Nur ¢ = 0 erlaubt die Definition der Losung in « = 0.

Satz 1.3 Seien g, h € C'((, B) % (7,0),R) und sei 9,9 = d,h auf (a, 8) x (v,8) =: Q. Dann ist
(1.15) exakt und ein zugehoriges F ist

T

Fa) = [ glnu)u+ / (- [ 0 (9,9(n.7)dn ) dy (1.16.2)

mit (zg,yo) € 2 beliebig.

Beweis. F muss
(i) 0:F =g
(ii) OyF = h

erfillen. Aus (i) folgt:

F(z,y) = /:C g, y)dp + ¢(y) mit ¢ € C*(~, ) beliebig.

0
Zu zeigen: 3 ¢ so, dass Oy F' = h
0,F(@.y) = [ Oyglmy)di+ ()
o

= h(z,y)
= 0') = h(e.y) =~ [ ,a(ny)om (1.16.3)

Die rechte Seite ist unabhéngig von z, da

Oy (rechte Seite) = 0,h — 0yg =0 (nach Voraussetzung)

Y
= (1.16.3) ist losbar fiir ein ¢ = ¢(y) = /
Yo

<h(:v,7) - /: ayg(u,v)du> dy

0

16



2. Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Kapitel betrachten wir das System (2.1)

T = f(t,x),
x(to) = xo (2.1)
mit f: G — R", G C R"™ offen, (tg,z0) € G

Frage:
(a) Unter welchen Voraussetzungen an f existiert eine Losung?
(b) Unter welchen Voraussetzungen an f existiert eine eindeutige Losung?

Definition. f : G — R” heift lokal lipschitzstetig beziiglich x, falls

W (tl,xl) eG4 ry, ap L>0: [tl —Ck,tl—f—a] X Br<$1) c@G

und

|f(t,x) — f(t,7)| < L|lz —=|, falls |t — t1] < a, x, T € B,(x1).

f heiit global lipschitzstetig, falls L unabhéngig von (t1,x1) € G ist, das heifit
F(t2) — f(62)] < Liz— ), ¥ (t,2), (t,7) € G.

Beispiel.

1) g(x) = sin(x) ist global lipschitzstetig auf R, da

|sin(x) — sin(z)|< sup | sin’(y) ||z — 7| < |z — 7|
y€lz,7]

2) g(x) = x? ist lokal lipschitzstetig auf R, da
22— 2% = |+ 3llz — 3

und |z + 7| — oo fir x, T — oo.
Aber fir jedes 1 € R existieren r, L > 0, sodass

|22 —Z%| < Llz — 7|, ¥ 2,7 € B,(21)

L:=2 max|z| = 2(|x1] + 1)
TE€By (21

3) g(x) = /7 ist stetig auf [0, 00) aber nicht lokal lipschitzstetig (Ubung)
Lemma 2.1 Sei f: G — R stetig und lokal lipschitzstetig beziiglich  und sei K C G
kompakt. Dann ist f|x global lipschitzstetig.

Beweis. Angenommen, f|f ist nicht global lipschitzstetig.

V€N 3(tn, 2n), (b, Tn) € Kt |f(tnsn) — ftn, Tn)| > nlzn — Tn (2.1.1)
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o K ist kompakt = es existieren konvergente Teilfolgen
(tny, Tny,) = (te,z4) € K
(t”kvfnk) - (t*vf*) €K

o fist stetig = M := max |f(t,x)] < 00
(t,x)eK

e Aus (2.1.1) folgt:

1 2M )
|, — Tn, | < nfk\f(tnk,xnk) — f(tny, @Tny )| < o — 0 fiir (ng — 00) = Ty = Ty
e f ist lokal lipschitzstetig = 3 ay, 74, L > 0:
|f(t, ) = f(t,2)] < Llz — = (2.1.2)

falls
[t —t] < ., x,T € By, (x4)

ko e Nt |tpn, —tu] < u, |Tn, — Tu| + [Tny, — 4| <1,V k> ko

(2.1.1),(2.1.2) o o

< Lln, — Tn,|, ¥V k> ko

Widerspruch zu n; — oc!

O]

Lemma 2.2 Sei f € C(G,R") und f(t,-) stetig differenzierbar. Dann ist f lokal lipschitzstetig.

Beweis.
e Sei (t1,21) € G und G offen.
= Ja,r>0: K:=[t1 —a,t1 +a| x B.(z1) CG

o fiir alle (¢,2), (t,7) € Kgilt:

|f(t,x tx|—‘/ —ftcat—i—(l—c) )dr| (Hauptsatz)
- / (x —2) Do f(- - )dr
0

/ ‘x —2) D, f(-- ‘dT
S/ |lx — | [|Def(-- )| dr (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

0 —_—————

Matrixnorm
(HJVIH:liulillMZ\)

< |z —7| (tm?XKHDxf(t,x)H und < oo, da D, f € C(K,R™")
,T)E

=:L

18



O

Lemma 2.3 Fur f € C(G,R") ist z(t) eine Losung von (2.1) auf dem Intervall [tg,t1] genau
dann, wenn x € C([to, t1], R™) die Integralgleichung

z(t) = o + tt f(s,z(s))ds, t € [to, t1] (2.16)

erfullt.
Beweis.

1) Gelte (2.1) auf [to,t1]. Integriere (2.1):
t = z(t) — z(ty) = tf(s,a:(s))ds
to

to

2) Gelte (2.16).
ot fé) f(s,z(s))ds ist stetig differenzierbar in [tg, 1], da f und z stetig sind, nach

Lemma 2.2

€ Cl([to, 1], R"), @(t) = f(t)z(t)
Also o

z(to) = zo + \ f(s,2(s))ds = xo

=0
O

Satz 2.4 Fir f € C (G,R") lokal lipschitzstetig in x existiert hochstens eine Losung von (2.1).
Beweis. Seien x,7 € C* ([to, 1], R") Losungen.
e Es gilt:
(t,x(t)), (t,xz(t)) € G, ¥ t € [ty, t]

o K :={(t,z(t)),(t,x(t)) : t € [to,t1]} ist kompakt (da z,T stetig ist)

e f|k ist global lipschitzstetig. Sei L die Lipschitzkonstante auf K.
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e Es gilt:
t

x(t) = o + \ f(s,x(s))ds

z(t) = x0 + t: f(s,z(s))ds

S a(t) — 2(t) = F(s,2(s)) — £(s,7(s))ds

plt)i= lalt) ~ 2(0)] < [ |f(s.(s) ~ falolds < L [ ol
= p(t) <L t e “p(s)e*dsV a >0
to S—~——

t
< Lsupe*asp(s)/ e*®ds
SE[to,tl] to
eat _ eato
=——— sup e
@ s€E[to,t1]
at
< sup e~ “p(s)
(&% se[to,tﬂ

L
= e “p(t) < -, sup e “p(s) Vtelto,ti]
S

as

p(s)

wéahle a = 2L, nehme sup
te[to,tﬂ

1
sup e~ “p(t) < Zsup e p(t)
t t

= sup e “p(t)=0= p=0

= T=T

O

Bemerkung. Eindeutigkeit gilt auch links von ¢y, denn z(t) 16st (2.1) auf [¢1,to] genau dann,

wenn y(t) := z(tg — t) die Gleichung y(t) = —f(to — t,y(t)) auf [0,ty9 — t1] 16st. Offenbar ist g
lipschitzstetig in y.

Beispiel.
, (0) = xo

{5

:f ()
e f(x) = +/z ist in keiner Umgebung vo

<

=

x = 0 lokal lipschitzstetig.

e Tatséchlich gilt die Eindeutigkeit hier nicht, denn es gibt zwei Losungen:

z(t) =0
z(t) = %t2

Lemma 2.5 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum
und T : M — M eine Kontraktion, das heif3t

Fq€(0,1):d(T(2), T(y)) < qd(z,y) V z,y € M.

Dann
Nz, e M:T(x,) = xs.
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Beweis. Siehe Analysis 2.

Satz 2.6 (Picard-Lindel6ff) Betrachte (2.1) mit f € C(G,R"™) lokal lipschitzstetig in x.
Dann gibt es ein § > 0 und ein eindeutiges = € C1(I5,R™), wobei I5 := [ty — §,to + 6], sodass
z(t) die Gleichung (2.1) auf I5 16st (insbesondere gilt (¢, x(t)) € G, V t € Iy).

Bewess.

1) Existenz auf [tg, top + ¢] durch ein Fixpunkt-Argument.
e 2 & z(t)=x0+ ftto f(s,z(s))ds

e Seir,dp > 0, sodass I, x Br(z9) C G (das ist moglich, da G eine offene Menge ist).
Wahl von T

T(z)(t) := t: f(s,z(s))ds + zo
M; = {x € C(15;,R") : x(I5) C By(z0),x(to) = zo}
fiir 0 € (0, (50)

(i) z.z.: T : Ms, — M, fiir ein passendes 6; > 0 (Selbstabbildung)

[7(2)(0) — 0] = | [:f<s,x<s>>ds

< /t:!f(s,x(s))lds

< md it m = t
< miy mitm = s |1(1,7)

z€ Br(zq)

Fiir 41 := min{do, .- } folgt T'(z)(t) € B, (xo) V t € Is,, das heifit T': Ms, — Ms,
(ii) zu zeigen: T ist eine Kontraktion
e Sei < §;. Wir wihlen die Metrik d(z,z) = 1;%2}(};6_“@(75) —Z(t)] mit K >0
passend zu wéhlen.

e Seitels, x,x € Ms,. Dann ist

7)) - Tla(0)] < [ 17(s.2(5) ~ fls,x(s)lds

lip. t
< L[ |z(s) —z(s)|ds
to

t
=L | e ™x(s)—xz(s)| e ds
to

<d(z,7)

t
<Ld(m,T)/ e"ds

to

L P P

< —d(z,z)e™ YVt € I
K
Multipliziere mit e ™", max :
tels
L
d(T(2), T(y)) < —d(z,7)
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wihle zum Beispiel k = 2L, dann d(T'(z),T(y)) < 3d(z,z), V 2,2 € Ms = T ist
eine Kontraktion auf Ms = Es existiert genau ein Fixpunkt x, € Mg, das heifit
t

z(t) =x0+ | f(s,24(s))dsV t € Is
to

2) Existenz von Losungen u, zu [to — d2,to] fiir 6 > 0 = durch Anwendung von Schritt 1) auf
x(t) = u(—t)

3) Losung auf [ty — d,tg + 6] fiir § > 0
Sei
x*(—t), S [to, to + min{él, (52}]
—_—

x(t) = =5
u*(t),t S [to — 4, to]

x ist offenbar stetig auf [ty — 6, tg + 6] und C' auf [tg — 6, to] und [to, to + J]. = ist auch stetig
diffbar in g, weil

lim #(t) = lim f(t, z(t)) :tEEL flt,z(t)) = lim @(t)

t—t,— t—t— t—tot

4) Eindeutigkeit: Satz 2.4

Bemerkung. Die Losung aus Satz 2.6 heifit lokale Lisung, da sie im Allgemeinen nur auf
einer Umgebung von t( existiert

Korollar 2.7 (Lineare Systeme) Sei J = [a,b],ty € (a,b), xo € R” und
be C(J,R"),A e C(J,R™™). Dann hat & = A(t)x + b(t), z(0) = z¢, genau eine lokale Losung.

Beweis. Sei f(t,z) = A(t)z + b(t)
e offenbar ist f € C(J x R",R"™)
o [f(t,z) = f(t,y)| = [AW)(x —y) = [[A@)|[]x — y| < Ll —y|, ¥V z,y € R",¢ € J, wobei
L= I})la}(HA(t)H 526 pg gibt also eine eindeutige lokale Lésung.
€

O]

Frage. Satz 2.6 liefert die Existenz einer Losung auf einem Intervall [ty — d, tg + J]. Kann das
Intervall erweitert werden?

Bemerkung. Falls 21 Losung von (2.1) auf [¢o, t1] und x9 Losung von (2.1) auf [t1, to] mit
x1(t1) = x2(t1) ist, dann ist

o(t) = { a1(t),t € [to, t1]

.%'Q(t), t e [tl, tg]

eine Losung auf [to, t2]. (Das ist das gleiche Argument wie in Schritt (3) im Beweis von Satz
2.6.)
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Definition. Sei
ty =ty (to,x0) := sup{ty > to : Es gibt eine Losung z;1 von (2.1) auf [tg,¢1}] und ¢_ :
t_(to, o) := inf{t_ <ty : Es gibt eine Losung x5 von (2.1) auf [ta, to}]

to, 1
E t07 :% } heiflen die maximalen Existenzintervalle nach rechts, bzw. links.
— L0
e Die mazimale Losung von (2.1) ist x(t) := z1(t),t € [to, ta] 11 <ty
x2(t)vt € [t27t0]7t— < t9

Bemerkung. Die maximale Losung lisst sich also nicht mehr fortsetzen.

Satz 2.8 Sei f € C(G,R") lokal lipschitzstetig in z. Die Losung von (2.1) existiert auf dem
maximalen Existenzintervall (t_,¢4) mit t— = t_(to,x0) < to,t+ = t4(to, z0o) > to. Fir t4 gilt

genau eine der Alternativen:

].) t+ = 00,

2) t4+ < oo und liminf; 4 dist((¢,z(t)), 0G) = 0 (Lsg kommt dem Rand OG beliebig nahe),

3) ty < oo,liminfyy, dist((¢,z(t)),0G) > 0 und lim;_;, |z(t)] = co (Blow-Up).

Bemerkung. Der letzte Fall kann auch dann auftreten, wenn G = () (z.B. wenn G = R*1),

weil dann dist((¢, 2(t)), 0G) = inf,q | (¢, 2(t)) — y| = oo, da inf ) = co.
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Bemerkung. Fall (3) ist nur moglich, falls G in einer z-Richtung unbeschrankt ist.

Beweis. Zu zeigen: Falls weder 1), noch 2) gelten, dann gilt 3).
e Sei t, < oo und limy_;, infdist((,2(t)), 0G) > 0 und gelte (3) nicht, das heift:

1
M > 0,(t) C Rty — ty, J2(ty)] < M, dist((t5,2(t7)), 0G) > — Vi

o (x(t;)) C R™ ist beschrénkt BZW o5 gibt eine Teilfolge (z(t;,)) : (tj,) = @« (k — 00)
i (tjmx(tjk)) - (t+,$*) €eG

e fiir Anfangsdaten (¢4, z.) gibt es nach dem Satz von Picard-Lindel6ff ein
Existenzintervall [t4, ¢, + ] mit 6, > 0

e fiir jedes k gibt es fiir (¢;,,2(t;,)) ein Existenzintervall [t;, ,t;, + 0x]
e f ist stetig, das Existenzintervall hangt also stetig von (g, zg) ab
= 0 — 0x (kK — 00)

= dkg : 5k>%,Vk¢2k‘0

o fiir k grofl genug ist t;, + o >ty

Widerspruch! O
Beispiel.
1)
x(; N :Z #0) =1 (Fall 1)
2)
= —E, z(0) =1
G={(z,t) €ER*: 2 #0} = IG = {(z,t) €R?: 2 =0}
xr=—t = éxz = —t; +c (Fall 2)
x(t) = +Ve—t2
2(0)=1=z(t)=V1-1
x(t) ist Losung auf (—1,1) mit limy_, 14 (¢, z(¢)), 0G) = 0, da
Jim, =0
3)
i=a%x(0)=1
1 1
- =t+c :I(t):_t+c (Fall 3)
1
z(0)=1 =z(t) = T3

x(t) ist Losung auf (—oo, 1) mit
lim |z(t)] = o0
t—t—

Dies ist ein Beispiel mit G = R?, sodass G = ().
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2.1. Globale Existenz

Betrachte

Zi?:f(t,l‘), $(t0) = 2o
mit f € C(G,R") lokal lipschitzstetig in z, (2.3)
G = J xR",J C R offenes Intervall und (tg, z9) € G
Frage. Wann ist die Losung global, das heifit (t_,t,) = J?

Lemma 2.9 (Gronwall-Lemma) Sei «, 3, ¢ € (C([a,b],R) mit 8(t) > 0 Vt € [a, b] und sei

0 < 0(t) < alt) + [} Bls)d(s)ds
Dann gilt

(i)
) < alt +/ﬁ fﬂT)des Vit € [a,b].
Falls «(t) = M, dann

(ii)
o(1) < Meda Py e [0 1].

Beweis. (t) f B(s

) B, ¢ stetig = ¢ € C'([a, b)), v = B

B>0,0<dp<a+v }@Z)Sﬁ(aer)auf[a,b] (2.3.1)

2.3.1)

%(e_fatﬁ(T)dTw(t)) — e f:ﬂ(T)dT)[w _ 61” ( < B(t)a(t)e—f;ﬁ(t)dT

/ds:>e fB(TdT( - /5 (M7 g

/B ﬁ(T)dT f B(7) deS_/ ﬁ f B(7) deS

Sei a(t) = M. Aus (i) folgt

B L ey
Mg ety

Korollar 2.10 Falls
|f(t,z)| < a(t) +b(t)|z| Vt € J,x € R"

mit Funktionen a,b € C(J,[0,00)), dann ist die Losung x(t) von (2.3) global, das heift
(t_,ty)=J.
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Beweis.

1) Angenommen, z(t) existiert nicht global nach rechts, also ¢ € J. Da J offen ist, ist ¢t ¢ 0.J
und wegen G = J x R" gilt Fall (2) nicht. Es gilt Fall (3), das heifit lim;_,; |z(t)| = oo

e (2.3) ist aquivalent zu x(t) = xo + ftto f(s,z(s))ds,t € [to, 1)

e nach Voraussetzung ist |z(t)| < |xo\ + ftto a(s) 4+ b(s)|xz(s)|ds < a(t) + ft’; B(s)|z(s)|ds

mit ot \xo]—i-/ s)ds,B(s) :==b(t) >0

t
e Nach Gronwall ist |z| < a(t) + fto B(s)efs AT s vt € [to, t+)

e o, € C([tg,t+],R) = die rechte Seite ist beschrankt auf [tg,t4]
Widerspruch zu |z| — oo

e Die globale Existenz nach links folgt aus der Zeitumkehr ¢ — —t

Korollar 2.11 (Lineare Systeme) Sei J € R ein Intervall und A € C(J,R™*™),
be C(J,R"), tg € J,xp € R™. Dann hat

{j: =A(t)x+b(t),t e J
x(to) = X0

genau eine globale Losung.

Beweis. |A(t)x + b(t)| < |A(t)x| + |b(t)] < ||A@)|||x| + |b(t)| Vt € T
Mit Kor. 2.10 folgt die globale Existenz.

Beispiel. (Gedampftes Pendel)

i+ ad 4 w?sin(z) = b(t) mit a € R, b € C(R).

Wir schreiben diese Gleichung erst in ein System erster Ordnung um.

1=, 22 =1

z2
z=f(t,z):= ( azo — w? sin(z1) + b(ﬂ)

Fiir die Funktion f gilt f € C(R3,R?) und da f(t,-) € C'(R? ,R?), ist auch f lokal lipschitz
beziiglich z. Aus dem Satz von Picard-Lindeldf folgt dann die eindeutige lokale Existenz der

Losung z(t).
o |f(t,2)]? =22 + (—az — w?sin(z1) + b(t))?

< 23+ 3(a%22 + wh sin®(z1) +b3(t))
2
<z7

= £t ) < e(l2” +6%(1))
= |f(t,2)] <&zl +[b(t)])  (dava+b<a+VbVab>0)
Kor. 2.10 . . ..
="""x(t) ist eine globale Losung (d.h. auf R)

— fiir jedes o,w € R, b € C(R)
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3. Lineare Systeme
e Allgemeines System erster Ordnung
t=A(t)xr+0b(t), te JCR
w(to) = X0 (31)
mit to € J, A€ C(J,R™™), be C(J,R")
3.1. Homogene Systeme (b = 0)
Wir betrachten
z=A(t)x, teJ (3.2)

Bemerkung. (Superposition) Fiir zwei Losungen u, v ist auch au + fv mit «, 8 € R eine
Losung. Also ist die Menge £ aller Losungen von (3.2) ein Vektorraum.

Lemma 3.1 Der Losungsraum £ zu (3.2) ist isomorph zu R", also ist dim £ = n

Beweis. Betrachte fiir (3.2) mit der Anfangsbedingung x(tg) = z¢ (fiir ein festes ¢ty € J) die

R" — £ c CY(J,R"
Abbildung T : { ( )

mit x(+,z9) Losung von (3.2) mit z(ty) = zo.
xo — (-, xo)

Wir zeigen: T ist ein Isomorphismus.

1) D(T) = R™ und T ist wohldefiniert, da nach Kor. 2.11 eine eindeutige Losung fir jedes xg
existiert.

2) T ist injektiv.
o) £ 2P = a(to, 2l) £ 2(te, 2) = 2(,2(V) # 2 (-, 2$?)

3) T ist surjektiv.
- jede Losung hat einen Anfangswert.
4) T ist linear.
Seien a:(()l), xéQ) € R", a, 5 € R beliebig.
T (a:c(()l) + [39:(()2)) =z (.’ omz(()l) + Bac(()2)>
aT (:):él)) + BT (xé2)) = ax <-, xé”) + Bz (-, x((]Q))
ist mit Superposition eine Losung

LT (a4 pa) = o (a)) + BT (2

int=ty

Definition.

e Eine Basis von £ heifit ein Fundamentalsystem (FS) zu (3.2).

e Fiir beliebige Losungen yU)(t), j =1,...,n von (3.2) heifit ¥ := (y(l), ...,y(z)) eine

————
Spalteneintrige

Losungsmatriz (LM).
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e Falls {y(1),...,y"™} ein FS ist, dann heiBt Y eine Fundamentalmatriz (FM).

e Eine FM Y mit dem Anfangswert Y (t9) = I, (to € J) heifit Hauptfundamentalmatriz
(HFM).

Korollar 3.2

(i) Jede Losungsmatrix Y erfiillt Y = A(t)Y.

(ii) Sei Y eine FM. Fiir jede Losung y von (3.2) existiert ein eindeutiges ¢ € R", sodass
y(t) =Y (t)e, t € J.

(iii) Sei Z(t) eine LM und M € R™ " beliebig. Dann ist Y (¢) := Z(¢)M auch eine LM.
Beweis. (i),(ii) sind klar.
(i)

Definition. Sei Y (¢) eine LM von (3.2).
o(t) = det(Y (1))
heifit die Wronski-Determinante von Y (t).

Lemma 3.3 (Liouville-Formel) Fiir die Wronski-Determinante zur LM Y (¢) von (3.2) gilt

o(t) = (SpurA(t))o(t), t € J. (SpurM := 375, Mjj;)

Also fiir 7 € J beliebig
t
¢(t) _ ¢(T)€f7_ SpurA(s)ds’ te

Korollar 3.4 Die Wronski-Determinante ist entweder 0 fiir alle ¢t € J oder # 0 fiir alle t € J.

Bemerkung. Zur Kontrolle, ob eine LM eine FM ist, reicht es daher, dies in einem Punkt zu
zeigen.

Beweis. (von Lemma 3.3)
e Seitp € J und Z(t) die HFM mit Z(tp) = I
o Y(t):= Z(t)Y (to) ist eine LM mit Y (tg) = Y (to)
Bindeutigheit ~

Y)=Y(t) Ve J

o §(t) = LdetY(t)

_d det(Z(t)Y (to))

dt
= %(det(Z(t)) det(Y (to))) = qﬁ(to)% det Z(t)
=¢(to)
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e Die Determinante ist linear in jeder Spalte, das heifit

det (a(l), e a(j_l), b, a(j+1), e a(")) + det (a(l), ...,a(j_l),c, a(jH), . a("))

= det (a(l), AN R PACA D ...,a(")) Vi ed{l,..,n}

Ubung 4 o0 Z(t) =" det <z<1>(t), A () iZU)(t), zUtD), ...,z (t))
dt = dt
o ZUW(ty) = el = (0, ...,0, \1/ ,0,...,0)T
j-te Stelle
4 76) () G) -
%Z P(tg) = A(to)Z"Y (to) = aV’(tg) = j-te Spalte von A(tg)
d “ 4
= i det Z(tp) = ]22:1 det(eq, ..., €j—1, a(J)(to), €541y e én)

a;j)(to)
=> agj)(to) = Spur A(to)

J=1

e {y € J beliebig

= ¢(t) = (Spur A(t))¢(t) fiir alle t € J.

3.2. Inhomogene Systeme

i=A(t)r +0b(t), t € J

3.3
mit A € C (J,R™™) | be C (J,RY) (3:3)

Satz 3.5 Sei Y € C! (J,R™ ") eine FM von (3.2) und z € C* (J,R") eine partikulire Losung
von (3.3). Dann hat jede Losung  von (3.3) die Form

z(t) =Y (t)e+ z(t) (3.4)
fiir ein ¢ € R™.

Beweis.

e Sei u eine Losung und z wie in (3.4)

o u—z erfilllt 4(u—x)=At)(u—1z)+bt) —bt) = At)(u — )
Mit Kor. (3.2)(ii) folgt:
u—x =Y¢ fir ein ¢ € R"

=su=zx+Ye=Y(c+¢+=
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Bemerkung.

1) Eine partikuldre Losung findet man mithilfe der Variation der Konstanten:
Sei 2(t) := Y (t)c(t) mit ¢ € C* (J,R"™) zu bestimmen.

z":\};f_/c—FYc':Az—i-Yé;Az—i-b
=Ay
SYée=beé=Y b (Y =FM = regulir)

Wéhle beliebiges ¢y € J.

c(t) —c(ty) = 1tYfl((s*)b(s)als, ted

to

Setze ¢(tg) = 0 (Es wird eine Losung gesucht.)

2) Losung des AWP (3.1):
2o = z(to) = Y (to)c + 2(tg) = Y (to)e = ¢ = Y (tg)zo

Damit ist die Losung des AWP:

z(t) =Y ()Y Hto)zo + Y (2) tY’l(s)b(s)ds. (3.17)

to

Satz 3.6 Sei X € C! (J,R™") die HFM (mit X (to) = I) zu (3.3). Die Lésung von (3.1) ist
t
z(t) = X(t)zo + X(t) | X '(s)b(s)ds, t € J.
to

Beweis. Folgt aus (3.17). O

3.3. Bestimmung der FM fiir & = A(t)z, d‘Alembert-Reduktion

Falls fiir (3.2) eine Losung y(t) = (y1(t), ..., yn(t))T mit yg/t) # 0 fiir alle ¢ € J bekannt ist,
dann kann (3.2) zu einem System von n — 1 Gleichungen reduziert werden:

e Sei ke {l,..n} so,dass yp #0 fur alle t € J

e Setze z(t) = ¢(t)y(t) + z(t) mit ¢ € C (J,R) und z := (21, e 24—1, 0, Zjg 15 00 2n) " 200
bestimmen.

e Dann

& =dy+oy+2i=cdy+dAlt)y+ 2
= A)(gy +2) (3.2.1)
= 2= A(t)z — ¢y

e Fiir die k-te Komponente ist z; = 0, also ist

: 1 1
b= (AM)) =
Yk Yk
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e nach Einsetzen von ¢ in (3.2.1):

4= ( > anlt) - aklmyﬁg) a0 G € (L} \ () (3.2.2)

=114k Y
ist ein homogenes System von n — 1 Gleichungen.

e Falls fiir (3.2.2) eine nichttriviale Losung existiert, kann das Problem auf n — 2
Gleichungen reduziert werden (usw.).

Beispiel.

e Eine Losung y(t) = (12, —t)7

e Aus (3.2.2) mit k£ =1 folgt:

by — (2 . y2(t)) o

t (1)
/21
s
Tt

=z =ct, ceR

Wir suchen eine (beliebige) Losung, dazu wird ¢ = 1 gesetzt.

. 1
¢ = —ai222
a1
_ _t _ 1 (3.18)
2 t

= ¢(t) = —log(t) Integrationskonstante = 0 gewahlt
Also

z(t) = ¢(t)y(t) + =(t)
[ —t?log(t) 0
_< tlog(t)>+< t>
ist auch eine Losung.

= Y(t) = (y(t) z(t)) = ( _ti t(fﬁizg(g; )

ist eine FM (da z und y linear unabhéngig sind)
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3.4. Bestimmung des FS fiir £ = Az mit A € R"*" konstant

Betrachte
&=Ax, teR
i o (3.5)
mit A € R"*"
Wir zeigen: e/ ist die HFM. Was ist aber e fiir eine Matrix A?
Definition. Sei A € C"*",
et == exp(A) = Z — (3.5.1)
L
7=0

heift das Matrizpotential von A. Wir benutzen oben die Notation A% := I.

Lemma 3.7 e ist wohldefiniert, das heifit (3.5.1) konvergiert fiir jedes A € C™ ™ (in jeder
Norm in C™*™)

Beweis.
c g ._yp Ak
Sei Sp 1= 2 k=0 -

e (3.5.1) konvergiert, falls (S,) C C™*™ eine Cauchy-Folge ist (da C"*" vollsténdig ist).

e Sei £ > 0 und wéhle eine submultiplikative Norm || - || auf C™*™ (d.h. ||AB]|| < ||A]|||B]|)
fir alle A, B € C"*"); (z.B. die Frobenius-Norm). Dann ist (fir ¢ > p)

q Ak q ||AHk
HSp_Sq”:H Z ﬁHS Z 7]{:!
k=p+1 k=p+1

e Die reelle Reihe Y 72 ”’2—!'19 konvergiert (gegen ell4ll)
1A[*

q
= dJdN e N: Z T§5Vq>p2N
k=p+1

= ||Sp, =Sl <eVg>p>N
= (Sp) ist eine Cauchy-Folge

e in C"*™ gind alle Normen aquivalent

= (3.5.1) konvergiert in jeder Norm.

Bemerkung. Falls AB = BA, dann ist eAT5 = e4eB = eBel. Insbesondere gilt (e4)™! = ¢4,

Beweis. Wie in R, aber z.B. (A+ B)? = A+ AB+ BA +B? O
—_—
2AB falls AB=BA

Lemma 3.8

d ( m) tA

— (") = Ae

und ®(t) := et ist die HFM zu (3.5). 2(t) = e*4xy ist die eindeutige Losung von (3.5) mit

(E(to) =xp € R".
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Beweis.

1)
d <°° tkAk> X AP
LAy o
dt = k! = k!
k=1 (]f:,_l,)! par

= ®(t) : = ' ist eine LM
o B(0) =1 = ® ist die HFM

2) x(t) := et 16st (3.5), da
i = Aetdxy = Az,
x(0) = Ixg = xg.

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6ff.

O
Bemerkung. Die Losung von (3.3) mit A konstant ist also
t
z(t) = e Az 4 [ =5 4p(s)ds, t € R.
to
Frage. Wie berechnet man e* praktisch?
Definition. Zwei Matrizen A, B € C™*" heiflen dhnlich, falls es ein invertierbares T' € C**™
gibt, sodass B = T~ AT.
Lemma 3.9 Fiir dhnliche Matrizen mit B = T~ YAT ist eB = T—1eAT.
Beweis. - .
AT
Z Z 714 T T'eAT
k=0
O

3.4.1. ¢ fiir diagonalisierbares A

Erinnerung: Falls n linear unabhéngige E-Vektoren {U(l), e v(")} von A existieren, genau dann
ist A diagonalisierbar.

VAV = A (d.h. A ist dhnlich zu A), (3.5.2)

wobei

A
V= (v(l), ...,v<">) A=

und A; Eigenwert zu v9) ist.
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Bemerkung.
1) (3.5.2) folgt aus

AV = A (v(l), ...,v("))
- (Alv(l),...,/\nv(")) — VA
=V IAV = A

2) Eigenwerte miissen fiir die Diagonalisierbarkeit nicht verschieden sein. Falls aber
Aj ( =1,...,n) verschieden sind, dann ist A diagonalisierbar.

3) Fiir ein Eigenpaar (\,v) € C x C" ist x(t) := e*Mv eine Losung.

i =My =eMAv = A (e/\tv) = Az

4) Fiir A = VAV~ gilt et = VAV — VetAY —1 wegen Lemma 3.9

A1
Lemma 3.10 Falls A € R™*" diagonalisierbar ist mit V1AV = A = ,

dann ist Ve!r = (v(l)e’\lt, e v(")e)‘"t) eine FM fur & = Ax.
Beweis.
o 4 = VeV~ ist die HFM. Also folgt:
6tAV — VetA
ist eine FM, weil e!4 und V regulr sind

)\]f et

tA _ x~oo  thAF oo R . _
o e =2 00 = 2ke0 R . =

= Veth = (v(l)ew‘l, ...,v(”)et’\”)

Bemerkung. (reelles FS)
1) Eigenwerte und Eigenvektoren kénnen komplex sein, auch fiir A reell.

2) Fiir A reell existiert aber immer ein reelles F'S:
(i) Sei x = xi + iz eine Losung. Dann sind auch i und x; Losungen:

d ) )
@(a:R +ixr) = A(zgr +ixg)
0

Re()

Jm() . .
= igr = Axg, &7 = Axg

(ii) Sei (\,v) ein Eigenpaar von A. Dann ist auch (\,7) ein Eigenpaar. Es gibt also linear

unabhingige Losungen eMv, M. Offenbar ist Span{z, =} = Span{Re(z), Im(z)}
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(iii) Fir A = g+ v mit g, v € R und v = a + ib mit a,b € R gilt:
Re(e*v) = e (a cos(vt) — bsin(vt))
Im(eMv) = eM(asin(vt) + beos(vt))
Daraus folgt folgendes Lemma:

Lemma 3.11 Falls in Lemma 3.10 A1, ..., A\, € C\ R A\pp1, ..., Ay € Rmit \j = p; + iv; und
mit Eigenvektoren v¥) = o) 4+ b0 j =1,.... n, wobei b)) =0 (j=p+1,..,n), dann ist

{e’\P“tv(pH), . e)‘"tv(")} U (ng ((a(j) cos(v;t) — b9 Sin(l/jt)> e"jt) , (e“it (a(j) sin(v;t) + b1 cos(yjt))))

ein Fundamentalsystem.

Beispiel.
01
& (_1 O)x—.Aac
POA) =2+ 120= M\ =i, hp = —i
BN £ Y CO NN (e R S DGR (N (1
(A= X1)v (_1 _Z>v <0>:>v <Z
_ @_( t 1)y L0 @ _ ( 1
(A— Xl <_1 z)v <O>:>v < ;
L.3.10

=" eine Fundamentalmatrix ist

1 -1 et 0 et —e7it
i 0 et ] T\ ieit et

e Lemma 3.11 wiirde ein reelles Fundamentalsystem liefern.

e Die HFM ist
1 -1 et 0 i 1)1 1 2icos(t) 2isin(t)
i 0 et —i 1 ) 2i 2\ —2isin(t) 2icos(t)
_ < cos(t) sin(t) >
—sin(t) cos(t)

Bemerkung. Die HFM zu & = Ax mit A reell ist immer reell (fir alle t), weil

S tkAk
et = Z —— (jeder Summand ist reell)
P k!

3.4.2. ¢ fiir allgemeines A € R™*"

In diesem Abschnitt wird die Jordansche Normalform benutzt, siche Appendix A.
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Sei A € R"*™. Es gibt T' € C™*" regular, sodass

J1
A=TJT ! mit J =
In
A1 0
J; = R € C*"% (falls s; = 1, dann J; = ),)
S
0 A

und mit

T = (v(l’l), o) @) (Zs2) ) v(m’s’")) .

Hier sind v, ..., v(9%) Hauptvektoren zu Aj und v ein Eigenvektor zu A;.

Also etA = Tet/ 71,

Form von et”:

J{C et
Jk — .. = etJ —
an etdm
0 1
Jj:)\]I—l—Nj’ N]: - - GRS]'XS]'
o
0
e [ und N; kommutieren. Daraus folgt
oti — NI Njt . gthje'™i
0 0 1 0
. sz — 1] e, N;j =0, das heiit, N, ist nilpotent
0
0 0
= N} =0Vk > s;
$2 it
1 t 5 (Sj—l)!
si—1 4k ke psi—1 i1 ' :
=M= — L =T+iNj+... + —L = 2
= (sj = 1! 5
t
1
Also
e)\ltetNl
el = mit e'7 wie oben.
eAmttNm
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Lemma 3.12 Sei A € R™ ™ mit der Jordanschen Normalform J = T~YAT. Dann ist Te!/T—1
die HFM von & = Az und Te'’ = (My]...|M,,) ist eine FM. Dabei ist

i—1
M] — e;‘t (U(j71),v(j71)t+’l}(j72),...,U(jJ) tsj ' _|_ +U(j15j_1)t+v(jvsj)>

(sj — 1)

Beweis. Analog zu Lemma 3.10. O

. (1 -1 o
33—<4 _3>x—.Aa¢

p(\) =det(A—A) =X 2 +2XA+1=(A+1)2 o(A) ={-1}
= das ist ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2

(A—(-DI)v= (i :;>vé0:>vzc<;>

= die geom. Vielfachheit ist 1 = A ist nicht diagonalisierbar.

Beispiel.

Aus Lemma 3.11 folgt: Es gibt zwei Losungen (M) (t) = ve™, 2@ (t) = (vt + w)e™* mit einem
w € R2.
Bestimme w durch Einsetzen:

Also ist
2M(t) = (;) et 2@ (1) = <2tt 1) e ! ein Fundamentalsystem.

3.5. Lineare skalare ODEs hoherer Ordnung
3.5.1. Allgemeiner Fall
Betrachte ODEs n-ter Ordnung

n—1
2™+ 37 g(8)a) = (1), t € [to, 1] =: ] (3.6)
Jj=0

mit a;,b € C(J,R) und mit den Anfangsbedingungen
z(to) = wo, #(to) = 21, ..., a8V (tg) = zp_1.
Dies kann zu einem System erster Ordnung transformiert werden:
U 1= m(k_l), k=1,...,n
Ug,k -= Thk—1
F(t) == (0,...,0,b())" .
Gleichung (3.6) ist ndmlich dquivalent zu

= At)u+ f(t),

ulty) = o (3.6.1)
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wobei

0 1 0
0 0 1
A(t) =
1
—ao(t) —al (t) Cee e —an,l(t)

Sei Y (t) eine Fundamentalmatrix zu @ = A(¢)u. Die allgemeine homogene Losung zu (3.6.1) ist
up(t) =Y (t)c, c € R™.
Eine partikuldre Losung zu (3.6.1) lautet:

uplt) = V() [ Y1(5)(s)ds.

to
Also lautet die allgemeine Losung zu (3.6):

n t
() = 2 e 0+ (Y (0
7j=1
=up 1 (t) =up,1(t)

y~! (s)f(s)ds)

to 1

mit ¢p,...,¢c, € R.

ODE zweiter Ordnung

Wir betrachten nun ODE zweiter Ordnung (n = 2). Hier ist Y (¢)

Tr1 I2 .
. .° ], wobei 1 und
Ty T2

xo zwei linear unabhéngige Losungen von (3.6) sind.
Sei

z:=Y"1lf

Dann folgt

= 1 jZ‘Q —X9 f
 detY —T1 X1

. 1 1'2 —x2 0
N .1'1332 — $1x2 —i'l Tl b

b [ —
= g ( xaf) s wobei (ﬁ = 171.%"2 - i’l.%'g

Also ist eine partikuldre Losung von (3.6):

i) = (Y0 [ V@) )is)

— 21 (1) /tz $2$(>sf>>(s)ds +29(t) /t : xlif()sb)(s)ds

Und die allgemeine Losung lautet:

z(t) = c1z1(t) + coxa(t) + xp(t) mit c1,c0 € R.

38



Beispiel.
I+ x =sin(t), to =0
Als System erster Ordnung:

UL :=2x, Ug =2

Wie wir in einem obigen Beispiel gerechnet haben, ist die HFM fiir das homogene Problem:

Y(t) = 4 — ( cos(t) sin(t)) '

sin(t) cos(t)
Es ist also
d(t) = cos?(t) +sin’(t) = 1,
2 (t) = — cos(t) /0 " 6in?(s)ds + sin(?) /0 " sin(s) cos(s)ds

= %(sin(t) ~ teos(t)).

Allgemeine Losung:
1
x(t) = c1 cos(t) + casin(t) + i(sin(t) — tcos(t)).

3.5.2. Homogene ODEs mit konstanten Koeffizienten

Betrachte

n—1
.’I,'(n) + Z aj:r(j) — 07 a; cR (37)
7=0

Als System erster Ordnung ist (3.7):

0 1 0
0 0 1
= Au mit A =
1
—ag —G1 ... ... —Qp_q

Da A konstant ist, folgt die globale Existenz fiir 4 = Au und daraus die globale Existenz fiir
(3.7).

Unser Ziel ist die Bestimmung eines Fundamentalsystems ohne die Berechnung von et4.

Das charakteristische Polynom ist
n
p(A) ==det(A — X)) => a;N
j=0

mit a, := 1.
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Bemerkung. Das charakteristische Polynom erhélt man auch durch das Einsetzen von
z(t) = e in die linke Seite von (3.7).

Lemma 3.13 Falls A, eine Nullstelle von p(A) von der Vielfachheit v ist, dann sind

e>‘*t, te’\*t, ...,t”_le’\*t

linear unabhéngige Losungen von (3.7).

Beweis. (Ohne die Jordansche Normalform)

e die lineare Unabhiingigkeit ist klar, da {1,¢,¢2,...,#'~!} linear unabhéngig sind.

e Zu zeigen ist, dass x(t) = t'e*! eine Losung von (3.7) ist, fiir [ € {0,1,...,v — 1}.
6? (tlext) _ 3?(9& (6>\t

()

= 0ho] ()
)

)

In der Differentialgleichung (3.7): (mit a, := 1)
> aa(t) = Y0 (WeM) ron.
=0 7=0

= (Z aj)\je)‘t)

Jj=0

= o (p(VeM))|

A=Ax

A=A

l
=> <l> pV () et =0
=0 J ) ~~——

=0, Vj=0,...,v—1, da A« eine v-fache Nullstelle

fir alle I =0,...,v — 1. Der vorletzte Schritt in der obigen Rechnung folgt mit der
Leibniz-Formel.

Lemma 3.14 Seien Ay, ..., A\, verschiedene Nullstellen von p(\) mit Vielfachheiten v, . ..

Dann ist
Uiy {e)‘jt,te)‘ft, e ,t”fleAjt}

ein im Allgemeinen komplexes Fundamentalsystem fiir (3.7). Falls a; € R Vj, dann ist

{Re (6)\jt> tP, Im (6)‘jt) P, p=0,...,v5 — 1}

s

<.
Il

m

U {eAjttp,p:O,...,ijl}U
J=1
AjER

ein reelles Fundamentalsystem.

Beweis. Betrachte
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mit Polynomen ¢;(t) vom Grad v; — 1.

Zu zeigen ist, dass aus ¢ = 0 auch ¢; = 0 Vj folgt. Dann ist der Beweis fertig, da ¢; = 0 dazu

aquivalent ist, dass alle Koeffizienten in ¢; Null sind.

Induktionsanfang:

m = 1 (Hier ist der Fall nach Lemma 3.13 klar)
Induktionsschritt:

m—m-+1
Angenommen,

m
qu(t)e)‘jt + gt (DM =0 mit A1 N Vi=1,...,m
j=1
Dies ist dquivalent zu
m
> ai()e " + gmia(t) =0, pj = Aj — A1 (#0)
j=1

Wir differenzieren s (=Grad ¢y,+1 + 1)-mal und erhalten
m
Z 7j(t)e’" = 0 mit Polynomen r;
j=1

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt

ri=0Vi=1,...,m

d , . .
p (qj'e’”t) = (Qj + Hij) et
Grad = Grad (g;)
dS
%(qje“jt) = r;et" mit Grad(r;) = Grad(g;)
= 0 nach (3.7.2)

= gje’ ist ein Polynom

3.7.1)

3.7.1
=¢ =0 ="¢n1=0

Beispiel. (gedampfter Oszillator)

md + B2 + kx = 0 mit m=Masse, § =Reibungskoeffizient und k =Federkonstante

Charakteristische Gleichung;:
k
p(A) = A2 +2a\+ b =0, wobei a = ﬁ, b= —
2m m

Wurzeln:

)\1’2 =—a++Va?2+b.

Wir suchen zwei linear unabhéngige Losungen z1, xs.

Es gibt drei Falle:
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(a) a® > b (groBe Reibung)

21(t) = Mt = o(—atvaZ=b)t
l’Q(t) _ 6)\2t _ 6(—0,— zz2—b)t

(b) a? < b (kleine Reibung)
IL‘1(t) _ e—atei\/b—a2t
.%'Q(t) _ eate—i\/b—aQt

reelle Losungen:

x1(t) = e~ cos (t\/b — a2)
zo(t) = e~ sin (t\/ b— a2)

—a (das ist eine doppelte Nullstelle)

A
r1(t) = e ™, xo(t) = te™ ™

4. Stetige Abhangigkeit
Betrachte

z = f(t,ﬂ?), [I}(to) = o
f e C(G,R") lokal lipschitzstetig in « (4.1)
mit G ¢ R" offen und (g, z9) € G

Frage. Hangt die Losung x stetig von den Daten, das heifit von tg € R, xg € R"™ und f ab?
Notation.

e (t_,t;) = maximales Existenzintervall

e Fiir jedes J C (t-,t) kompakt ist Graph;(t) := {(t,z(t)) : t € J C G} der Graph von z
auf J
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Definition. x hangt stetig von (tg,xo, f) ab, falls es zu jedem kompakten Intervall J C (t_,t;)
eine kompakte Umgebung K C G von Graph ;z existiert, sodass die Losung y von

y:g(tvy)a ted

y(m) = 10 4.2)

existiert und |z(t) — y(t)| < e Vt € J erfiillt, falls g € C(J,R") lokal lipschitzstetig in y ist und
70 — to| <6, |wo — yol <6, sowie sup [f(s,z) —g(s,2)[ < 4.

(s,2)EK
Satz 4.1 Die Losung von (4.1) hiangt stetig von (%o, zo, f) ab.

Beweis. Sei y die Losung von (4.2) auf ihrem maximalen Existenzintervall (7_, 7).

1) Es gilt
xz(t) = xo + t:f(s,x(s))ds
v =0+ [ glsulo)ds

et = y(t) = 20— yo— | F(s,x(s))ds

70

+l}@am—mme8
=zo-wo— [ Flsals)ds

0
t

+ . f(s,x(s)) — f(s,y(s))ds (4.2.1)
* /t f(s,y(s)) = g(s,y(s))ds

2) Sei J = [a,b] C (t—,ty). Seien weiter o, > 0 so klein, dass [a —n,b+n] C [t—,t4] und
K :={(t,y):t€la—n,b+n], |z(t) —n| <a} C G. Da K kompakt ist, folgt, dass f|x
global lipschitzstetig in x ist (mit einer Lipschitzkonstante L > 0). Sei

M = sup{| f(t, )| (t,) € K},
Aus (4.2.1) folgt

t
|z(t) = y()] < |20 — yo| +M [to — o] + L/ |z(s) —y(s)lds + 6|t — 70| V¢ € [ro, min{b, 71 }),
~—_—— ~—_—— o ~——
<é <é b—a+2n

falls

(s,y(s)) € K fur alle s € [, t]

Daraus folgt
t
o(t) ~ 98] < €O+ L [ [a(s) = y(s)lds
70

wobei

C=14+M+b—a+2n,
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falls
(s,y(s)) € K fiir alle s € [, ].
Mit dem Gronwall-Lemma folgt:
lz(t) — y(t)| < Coe ) solange (t,y(t)) € K. (4.2.2)

3) Zu zeigen ist (t,y(t)) € K Vt € [a,b]. Dann folgt nach dem Fortsetzungssatz, dass die
Losung y(t) auf dem Intervall [a, b] existiert.
Sei zunédchst § > 0 so klein, dass die rechte Seite von (4.2.2) auf [a, b] kleiner als o wird.
Angenommen, es gébe ein erstes t, € [19, min{b, 74 }), sodass

2(t) — y(t)] = o
Aus (4.2.2) folgt dann der Widerspruch

[2(t) — y(t)] < o
Analog argumentiert man fiir ¢, € (max{a, 7_}, 10].

4) Fir ein gegebenes € > 0 wihle § > 0 so klein, dass die rechte Seite von (4.2.2) auf [a, b]
kleiner als € wird.

Beispiel.

1) &= f(t) == azx, £(0) = mit o, § € R
Nach Satz 4.1 hiingt z stetig von f und 3 ab, das heiit von (o, 3) € R
In der Tat gilt:

und die Abbildung

ist stetig.

2) &= (g (1)> z, (0) = G)

Nach Satz 4.1 ist x stetig in a.
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Sei J C R kompakt: Gilt dann sup|z,(t) — zo(t)] = 0 (. — 0)?
teJ
Ja, weil:

I\ X el 1

wantt) = (143) S50 - &

1
a) iz I «

1
=1l+t+at+(1+ ) (e —1—at)
a

NN
= 2a(t) — wo(t)] = ((@ ~1-1)) +c92)

1
= e —1 ¢
|al
1170242 oxt
= |za(t) —zo(t)] < |af + |1+ Z|(5t7e*)

fir ein a, € [0, . Also |z4(t) — xo(t)| — 0 fur alle ¢ € J, falls o — 0.

5. Stabilitat

Grob formuliert:

"Die Losung z(t) mit der Anfangsbedingung xy € R™ ist stabil, falls Losungen mit
Anfangsbedingungen nahe an xy in der Nahe von z(t) fir alle ¢ > 0 bleiben"

x = (0,0) ist stabil
% x = (m,0) ist instabil

& = f(t,x),z(to) = 2o
mit f € C(R x G,R"™) lokal lipschitzstetig in z, (5.1)
GCR"offenund tg € R, zg € G

L

)
»

Betrachte nun

Untersuche die Stabilitét einer festen Losung x.(t), ¢ > to mit z.(ty) = xox.

e Sei y(t) = z(t) — x.(t), wobei x(t) eine Losung von (5.1) ist.

(t) = (1) — 2.(t) = f(£,2(t) — (£, 24(2))
Fy(@) +2.(t) = f(E, () =2 (4, y(1)).

e ¢(t,0) = 0 impliziert: y(t) = 0 ist eine Losung von ¢ = g(t,y).

e y(t) bleibt nahe an 0 genau dann, wenn z(¢) nah an x.(t) bleibt. Das Stabilitdtsproblem
fiir 2, kann also immer zum Stabilitdtsproblem der Losung y(t) = 0 umgeschrieben
werden. Also reicht es, die Stabilitdt von 0 zu untersuchen.



Definition. Sei f wie in (5.1) mit f(¢,0) = 0 und x(¢; xo) sei die Losung von (5.1) mit
x(to) =g furt e [to,oo).

(i) Die Losung x, = 0 heift stabil, falls Ve > 0 35 > 0: B;(0) C G, die Losung z(t; xg) zu
xo € Bs(0) existiert fiir alle ¢ € [tg, 00) und |z(t; )| < € Vt € [to, 00),

(ii) x4 = 0 heilt instabil, falls sie nicht stabil ist,

(iii) =« = 0 heiBt attraktiv, falls 369 > 0: Bs,(0) C G, die Losung z(t; xg) zu xg € Bs(0)
existiert fiir alle t € [tg, 00) und lim;_,o z(t; x0) = 0 fiir alle 29 € B;(0).

(iv) x, = 0 heiBt asymptotisch stabil, falls sie stabil und attraktiv ist.
Beispiel.
1) 2 =oax, a e Rz(t) e R"”

o Sei x(t;x0) die Losung zur Anfangsbedingung x(0) = zg

e Die triviale Losung x, = 0 ist

(a) stabil fiir a <0, weil |z(t;20)| = |xole™ < |20
(Also fiir € > 0 ist |z(a,0)| < e V|zo| < § :=¢)

(b) instabil fur a > 0, weil lim;_,o0 |z (t; 20)| = 00 Vg # 0
(c) asymptotisch stabil, falls o < 0, weil limy_, o z(¢; 29) = 0
2) harmonischer Oszillator (# + w?z = 0, w € R\ {0}) Die Lésung zur Anfangsbedingung

z(0) = o und £(0) = x; ist

x(t) = zg cos(wt) + il sin(wt)
w

2

= |z(t)|? = 23 cos®(wt) + 3% sin®(wt) + 2x0ﬂ cos(wt) sin(wt)
w w

2

2 21

Es folgt die Stabilitdt von x, = 0, jedoch handelt es sich nicht um asymptotische Stabilitét,
da z(t) 4 0.

5.1. Ebene lineare autonome Systeme

Wir untersuchen die Stabilitat der trivialen Losung z, = 0 von

j} — Ax, A — (all a12> c R2X2.

a21 Q22

Wir zeigen, dass die Eigenwerte von A die Stabilitdt von x, = 0 beschreiben. Sei p := a1 + a2
und ¢ := det A. Die Eigenwerte von A sind

Ao =

Fall 1: ¢ < 2

2
4
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Hier A1 2 € R und A\; # Xo. Es gibt also zwei linear unabhéngige Eigenvektoren oM 0@ Jede
Losung hat die Form

w(t) = ez (t) + caz@(t),  wobei 2 (t) = vt ¢; € R.

Bem.: Fiir die Bilder wurden gewéhlt (D) = (1, 0T, v = (o, nT.

la) <0< X & ¢<0
o M (t)] =0, |2®) ()] = 0o (t = o0)
= 1z, = 0 instabil (Sattelpunkt)

2\

T
1b) A, A2 <0 & qc (0,]72/4),]7 <0
e [zU)(#)] = 0 monoton (t — o0),j =1,2 o
= x, = 0 asymptotisch stabil (stabiler Knoten)
Bem.: Fir das Bild wurde A2 < A1 < 0 gewéhlt.
T
lc) M, A2 >0 < g€ (0,p?/4),p>0
o |20 (t)] = 00 (t = 0),j =1,2
= x, = 0 instabil (instabiler Knoten) )
Bem.: Fir das Bild wurde 0 < A2 < A1 gewahlt. \
% :
2
1d) M1 <0,X=0 & ¢g=0,p<0
o [z)(t)| = 0 monoton (t — c0), |z (t)] =c
= 1z, = 0 stabil aber nicht asymptotisch stabil
Bem.: Jeder Punkt auf der xo-Achse ist ein Ruehpunkt. L1
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Z2

16) AM>0X=0< ¢g=0,p>0
° \x(l)(t)] — o0 (t = 0), |:C(2)(t)\ =c

= z, = 0 instabil 1

Bem.: Jeder Punkt auf der xs-Achse ist ein Ruhepunkt.

2
Fall 2: ¢ = b

4

Hier Ay = Ay =: A € R. Es gibt nicht immer zwei linear unabhingige Eigenvektoren.

2a) Zwei linear unabhéngige Eigenvektoren v v2) existieren.
Jede Losung hat die Form
z(t) = (1o + cpu@)eM.
2a-i) A < 0: z, = 0 asymptotisch stabil (stabiler Knoten)
2a-ii) A\ > 0: z. = 0 instabil (instabiler Knoten)
2a-iii) A = 0: x, = 0 stabil (triviale Dynamik: jeder Punkt = € R? ist kritischer Punkt)

2b) Nur ein linear unabhéngiger Eigenvektor v (0BdA mit |v| = 1) existiert.
Jede Losung hat die Form
o(t) = ez (t) + ez (1),

wobei

2N () = (to +w)eM, 2P (1) = veM und (A — MN)w = v.

Bem.: Fiir die Bilder wurden gewéhlt v = (1,0)T, w = (0, 1)7.

2b-i) A<0 & p<O0
e 212 (1) 50 (t - 00) = =z, = 0 attraktiv
* 7.7.. Ty = 0 ist stabil
Die Funktion f(t) := (Jw| + t)eM ist stetig, positiv und es gilt
f0) = fwl, f(t) = 0 (t = o0).
= f hat Maximum in einem ¢, > 0
Sei e > 0. Mit § < emin{1,1/f ()} gilt

2(t)] < |er| f(t) + |cale < e Wt > 0,

T2 p ~
falls |e1] + |e2] < d (also z.B. falls |zg| < 0). e

Also, z, = 0 ist asymptotisch stabil (stabiler falscher Knoten). ~~|

x1
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2b-ii) A=0 & p=0

° |x(1)(t)| — 00 (t— oo),x(Q) konstant

= 2, = 0 instabil 2
Bem.: Jeder Punkt auf der x1-Achse ist ein Ruhepunkt.
T
2b-iii) A>0 < p>0
o |20(1)| = 00 (t — 00),j =1,2 T2y
= x, = 0 instabil (instabiler falscher Knoten) S
z1
B N
Fall 3: ¢ > P
4
Hier A\ = A\ € C\ R.
Jede Losung hat die Form
z(t) = ceMlo + zeMiy = et 2Re(ce”'v), wobei \; = ¢ +ip und v € C%, ¢ e C.
—_————
=:(1)
@(t) ist periodisch. Fiir o # 0 wird also das Verhalten der Losung x(t) fiir ¢ — oo von €%t
diktiert. L2
3a) 0 <0 & p<O0
o |z(t)| < max |p(t)]e’ — 0 (t — o0) /fﬁ
= x, = 0 asymptotisch stabil (stabile Spirale) \\CJJ 71
Z2
3b) o >0 & p>0
o [z(t)] = oo (t = 00) (falls zg # 0) /f
= 1z, = 0 instabil (instabile Spirale) K\x T
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3c)o=0 < p=0
o x(t) = ¢(t) (periodisch) und ||¢(-)]|cc — O falls |xg| — 0 Z2
= x, = 0 stabil aber nicht asymptotisch stabil (Zentrum)

)
N
5.2. Lineare autonome Systeme in R”

Betrachte

& = Az mit A € R"*"™, (5.2)
Satz 5.1

1) z, = 0 ist genau dann stabil fur (5.2), wenn Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte A und falls
Re(A) = 0, dann ist A halbeinfach (1 < m-facher Eigenwert mit m linear unabhéngigen
Eigenvektoren).

2) x, = 0 ist genau dann asymptotischs tabil fiir (5.2), wenn Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte von
A.

Beweis.

1) (=) Sei x, stabil, das heifit, Ve > 0 3§ > 0: |z(t)| = |e"Axg| < e ¥Vt > 0, falls || < J, wobei
x(0) = xo.
Zu zeigen:

||etA|| <M < o0

Dann folgt die Behauptung aus der Form von e'4.

Sei v € R™\ {0} beliebig und z¢ = 5(1)%. Wir erhalten

e ol = 6(1)~Holle™ao] < 6(1)7 o]

tA
tAH _ sup |6 U’

<) t=M
veR?\{0} |v]

= |le

(<) Es folgt ||e!4|| < M < oo aus der Form von e/ (siche Abschnitt 3.4.2).
Dann ist

j(8)] = [e"to| < Mzol.
2) (=) Sei z, = 0 asymptotisch stabil. Dann gibt es dyp > 0 so, dass
[2()] = le"zo| = 0 ¥|zo| < do.

Sei v € R™\ {0} beliebig und z¢ = 5()%.

let ] = 65 v|[e! o] = 0 (t — o0)
tA
il —-0VYv#0

=
il
= [|e!|| = 0 = Re()\) < 0 fiir alle Eigenwerte.

(<) Die Riickrichtung ist offensichtlich.
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5.3. Linearisierte Stabilitdt von Ruhepunkten

Betrachte
r=1 (lx> (5.3)
mit f € C*(R",R")
Sei x, ein Ruhepunkt, das heifit f(x,) = 0.
Ziel: Stabilitatsanalyse der Losung x(t) = x.
Sei x(t) eine beliebige Losung und
u(t) : = z(t) — xs
. . d
u(t) = () — 2 = f(2(t) = f(ult) +24)
~——
=0
Taylor
= f(z) +Df(za)u(t) +r(u(t))
RN
=0
wobei
r(u) = |ulp(u) mit ¢(u) — 0 (u— 0).
Also
U= Df(x)u+r(u) (5.4)

ist Aquivalent zu (5.3), falls * = z, + u.

e Ein Vorteil von (5.4): Der Ausdruck ist linear bis auf den Term r(u), der klein ist fir |u]
klein.

e Da u “klein” dquivalent ist zu “z nah an z,”, ist die Stabilitdt von x, in (5.3) dquivalent
zur Stabilitdt von u(t) =0 in (5.4).

Wir zeigen: Die Stabilitdt von 0 in (5.4) wird teilweise aus der Stabilitdt von 0 im
linearisierten System @ = D f(x,) abgeleitet.

Satz 5.2 Sei f € C'(R",R"), x, ein Ruhepunkt von (5.3) und sei A := Df(z,). Dann gilt:
(i) Re(A) < 0 fur alle Eigenwerte von A, dann ist x, asymptotisch stabil fiir (5.3).

(ii)) Re(A) > 0 fiir einen Eigenwert von A, dann ist x, instabil.

Bemerkung. Aus Re()) < 0 fiir alle Eigenwerte von A kann nichts iiber die Stabilitdt von
(5.3) gesagt werden (auch wenn alle Eigenwerte halbeinfach sind).

Beweis.

(i) Mit der Variation der Konstanten gilt fiir u(t) := x(t) — =«

¢
u(t) = et g —I-/ e(t_S)Ar(u(s))ds, t>0 (5.3.1)
0

Zu zeigen ist:

Ve>030>0: |u(t)] <eund tli}m lu(t)| = 0 fir alle |ug| < 4.

o1



Es gilt ||e!]| < Me™! fiir alle ¢ > 0 mit einem w > 0, M > 1.
Also

()] < Me™**[ug| + M/Ot =) |1 (u(s))|ds Vit > 0.
Da r(u) = ¢(u)|u| mit lim, 0 p(u) = 0, gilt
Vo>03n>0: |r(u)] <plul, falls [u] <n.
Sei po > 0 und 7o := n(po).
lu(t)| < Me™“*ug| + Mpg /Ot e =) |u(s)|ds, falls |u(s)] < no Vs € [0, 1].
Fiir ¢ (t) := e“!u(t)| folgt
(6) < Mluol + Mo [ 0(s)ds.
Also, nach der Gronwall-Ungleichung
Y(t) < MlugleM™",

das heifit
lu(t)| < Mlugle™Po=)  solange |u(s)| < no Vs € [0,1].

Wir wéhlen pg so, dass Mpg —w < 0 und ¢ so, dass IM < min{no,e}.
Dann folgt

lu(t)| < M|ug| <M < min{no,e}, falls |upg| < und |u(s)| < np Vs € [0, ¢]. (5.3.2)

Es kann also kein ¢, > 0 geben, sodass |u(t.)| = np. Deshalb |u(t)| < no fir alle ¢ > 0. Aus dem
Fortsetzungssatz folgt die globale Existenz nach rechts fiir u(t).
Gleichung (5.3.2) ist die Stabilitdt von u(t) = 0. AuBerdem gilt

u(t)| < MeMPo=)t|yg| =0 (t — o),
weil Mpy — w < 0. Insgesamt ist also u(t) = 0 (und deswegen x(t) = z,) asymptotisch stabil.

(ii) Siehe Sec. 5.4 in [2]. Die Idee des Beweises ist ug aus dem instabilen Unterraum
X, = span{v; : Re(\;) > 0 und (\;,v;) ist Eigenpaar von A}

zu wahlen. Fir solche ug wéachst u(t) sogar exponentiell schnell.

Beispiel.
1) Mathematisches Pendel

i +w?sin(z) =0, w e R\ {0}

Sei y1 := x, y9 := &. Dann ist

) — - Y2
y=[f(y): = (_w2 Sin(y1)>
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e Ruhepunkte werden durch f(y) = 0 bestimmt. Das ist dquivalent zu
y2 =0, y1 =km, k€ Z

(a) k=1

Df(x,0) = <—w2 ((Z)OS(TF) (1)> B <‘*?2 (1)>

=\ W= 0, das heiit: A\j o = tw

— ein positiver Eigenwert bedingt nach Satz 5.2 die Instabilitat von y = (,0)

(b) k=0
0o 1 01
Df(0,0) = <_w2 c0s(0) 0> - (—w2 0)

= )\172 = Fiw

Also ist Satz 5.2 hier nicht anwendbar. Im linearisierten System @ = D f(0,0)u ist
die Losung u(t) = (0,0) jedoch stabil, da der Punkt (0,0) ein Zentrum ist. Wir
zeigen in Abschnitt 5.4 mit Hilfe der Ljapunov-Methode, dass (0,0) auch im
nichtlinearen System ¢ = f(y) stabil ist.

&= Bz (5.4.1)

e Ruhepunkt z =0

o f'(x)=3Bz% f(0)=0= Satz 5.2 ist nicht anwendbar.
Problem (5.4.1) sowie die Linearisierung @ = f(0)u sind jetzt aber explizit losbar:
1) @ = f(0)u =0 = u, =0 ist stabil.
2) &= a3

—1
x(t) = sign(xo) 2022 (Trennung der Variablen)
0

= [ < 0: asymptotische Stabilitat
£ > 0: Instabilitét
5.4. Ljapunov-Methode
Betrachte

&= f(x)

5.5
mit f: G — R" lokal lipschitzstetig und G C R" offen (5:5)

Definition. V € C(G,R) heifit
(a) Ljapunov-Funktion (LF) fur (5.5), falls fur jede Losung = von (5.5)

o(t) == (Vox)(t)

monoton féllt. (Das heifit, V fillt entlang aller Lésungskurven.)
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(b) strikte Ljapunov-Funktion (SLF) fir (5.5) falls
¢(t) = (Vox)(t)
streng monoton fallend ist.
Bemerkung.

1) Falls V € CY(G,R), dann

und V ist eine LF genau dann, wenn
VV(z)T f(z) <0 Vz € G.
2) Jedes erste Integral ist eine LF.
3) Falls —f(z) = VF(z) fiir ein F € C'(G,R), dann ist V := F eine LF:
VVIf=_VFIVF=—|VF]?<0.

Fir n = 1 hat (5.5) also immer die LF gegeben durch
V(z) = —/ f(s)ds (mit zg € G).
o

Beispiel. (Gedampftes Pendel)
i+ ai +w?sin(z) = 0 mit o > 0,w > 0

Als System erster Ordnung:
_ Y2 . L .
Yy = (aw 2 siny1> mit y1 :=x, Y2 ;=T

Die Funktion

1
Viy): = §y§ + w?(1 — cos(y1)

ist eine LF, da

2

VV (y)T f(y) = (cos?sin(y1)y2 + y — 2(—ays — w?sin(y1))

=—ay; <0
Satz 5.3 Sei V eine LF von (5.5) und z, ein Ruhepunkt.
1) Falls x, ein striktes lokales Minimum von V ist, dann ist z, stabil.

2) Falls . ein striktes lokales Minimum von V' ist, x, isoliert in £ := {z € G : f(x) = 0} und
V eine SLF sind, dann ist x, asymptotisch stabil.
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Beweis.

1) Sei e <0 mit Bo(zx) C G und V(z) > V(z,) Vo € Be(zs) \ {z+}. AuBerdem definieren wir
n:= min V(z)

2EOBe (T+)
o V(zy) <n=35€(0,e): V(x) <nVz e Bs(xy)
o Sei xg € Bs(zy). Dann /

V(z(t)) < V(zo) <n (da V entlang Losungskurven fillt)

solange x(-) existiert.

Zu zeigen: x(t) erreicht nie B (x,). (Dann folgt die globale Existenz und
|z(t) — x| < e ¥Vt >0.)

Angenommen es existiert t, > 0, sodass z(t' € §B.(x). Dann

V(x (t/ ) =mn (Widerspruch)

2) Siehe [2]

Beispiel. (Bewegung eines Teilchens mit Masse m im Potentialfeld.)
mi = —V¢(x), z(t) e R" (5.6)

Dabei ist x(t) die Position.

.. P
== m } 2n-Gleichungen mit ¢ := z, p := ma
p=mi=-V¢(q)
Sei V(q,p) = |p‘2 + ¢(q) (z m% ) Es folgt
d 1 d
SVt p(0) = 52 (p(0)(1)) + 5 0la(t)
1

= —p®)"p(t) + Vo(q(t) q(t)
(=Ve(qa(t) p(t) + qub(q(t))Tp(t) ~0

Also ist V ein erstes Integral und damit eine LF. Das heif3t, strikte Minima von V sind stabile
Ruhelagen von (5.6).

Beispiel. (Mathematisches Pendel) Wie wir hier zeigen, kann man mit Hilfe der
Ljapunov-Methode die Stabilitdt der unteren Ruhelage des mathematischen Pendels recht
einfach zeigen. Bemerken Sie, dass wir die linearisierte Stabilitdtstheorie in diesem Fall nicht
anwenden konnten.

i = —w?sin(z)
ist ein Beispiel einer Bewegung im Potentialfeld (mit m = 1 und ¢(z) = —w? cos(x)).
$(z) = —w? cos(z) hat ein striktes Minimum in z = 2kn, k € Z

= (x,2) = (0,0) ist stabil.
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A. Jordansche Normalform

Fir alle A € R™*" gibt es eine invertierbare Matrix 7' € C"*", sodass

A=T1JT!
mit
Jp A 1
J2
J = ) und Jj, = € C**°k fir alle k € {1,...,m},
T t. . 1
Im Ak

wobei A1, ..., A\ (1 < m < n) die Eigenwerte von A sind - aufgelistet mit ihrer geometrischen
Vielfachheit.

(i) Sei A € 0(A). Dann ist die geometrische Vielfachheit von A gleich der Anzahl der Blocke
Jr mit A, = A. Die algebraische Vielfachheit mq(A) des Eigenwertes A erfiillt

ma(N) = Z Sk-
)\12::1)\

(ii) Falls A halb-einfach (geometrische Vielfachheit gleich algebraischer Vielfachheit) ist,
dann sind alle Blocke mit A\, = A skalar.

(iii) Die Spalten von T sind die Hauptvektoren von A, d.h. Lésungen von (A — \)¥v = 0 fiir
ein k € N und einen Eigenwert A von A. Genauer: die Matrix T hat die Form
T = (Th|Tz|...|T), wobei T}, € C"**r. Die Spalten von T}, sind die Hauptvektoren
o9 j=1... s, zu Ay, wobei v*1) ein Eigenvektor ist. Die Hauptvektoren erfiillen

(A— /\kI)v(k’jH) = v(k’j),j =1,...,8,— L.
(iv) Reelle Jordansche Normalform: Es existiert eine invertierbare Matrix U € R™*"™,

J1
sodass A = UJU ! mit ( ), wobei
Jm

)\kIsk + N , falls A\ € R,
R I,
Jp = ( Rehr,  Im)y

R =
I

, falls ITmA 0.
—Im) Re)\k> b7
R

Die Spalten von U sind die Real- und Imaginérteile der Hauptvektoren zu A.
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