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Problem 1: (Lyapunov-Schmidt-Reduktion) Betrachte wieder (cf. Blatt 2) das Randwertprob-
lem (RWP)

{ () + pu(x) + f(u(z)) =0 auf (0,1),

mit f € CY(R,R), f(0) = 0. Wir untersuchen den Verzweigungspunkt pu = ug := 7% — f’(0). Mit
Hilfe der Lyapunov-Schmidt-Reduktion zeige, dass lokal zu (u, u) = (0, up) (RWP) dquivalent ist zur
reduzierten Gleichung

P(a, ) =0,

wobei .
D:UXV =R, (a,p) — (u—73)a+ 2/ flasin(ry) + v(a, p)) sin(my)dy
0
mit Umgebungen U,V C R von 0 beziehungsweise pp und mit einer eindeutig bestimmten Funktion
v:UxV = X1 :={ueC%(0,1))| u(0) = u(1) =0, fol u(y) sin(my)dy = 0}, fiir die v(0, pp) = 0.

Hinweis: Fir L :u— u" + pou+ f'(0)u gilt (in geeigneten Funktionenrdumen) R(L) = Ker(Q),
wobei Q) eine stetige Projektion auf span{sin(nx)} ist. Beweise diese Aussage - hier wird die Variation

der Konstanten niitzlich. Sollte Dir der Beweis nicht gelingen, benutze die Aussage und bearbeite den

Rest der Aufgabe.
Problem 2: (Ableitungsoperatoren) Fiir £ € Ny betrachten wir die Banachraume X; := {u €
C1([0,1],R™) | u(0) = 0} und X3 := {u € C*([0,1],R") | u(0) = u(1) = 0}.
Man zeige:
(a) A:X; — C([0,1],R™) mit (Au)(t) := du(t) ist ein Isomorphismus.

(b) Fiir A : C*([0,1],R™) — C([0,1],R™) mit (Au)(t) := Opu(t) gilt:
dim ker(A) = n und codim R(A) = 0.

(c) Fiir b,c € R betrachten wir den Operator A : Xy — C([0,1],R™) definiert durch (Au)(t) :=
O?u(t) + boyu(t) + cu(t).
Man zeige: Im Fall n =1 und ¢ < 0 gilt dim ker(A) = codimR(A) = 0.

Hinweis fir (¢): Mazimumprinzip aus Blatt 2.

Problem 3: Sei X := ¢y der Raum der reellen Nullfolgen (versehen mit der {*>-Norm) und sei
F:X = X, (%j)jen — (m?)jeN. Nullfolgen sind [*°-Folgen (z;) jen, fiir die x; — 0 fiir j — oco. Zeige,
dass F € CY(X, X), dass die Fréchet-Ableitung DF(z) ein kompakter Operator fiir jedes x € X ist
und dass aber F' nicht kompakt ist.



