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Problem 1: Betrachte wieder (cf. Blatt 2) das Anfangswertproblem (AWP)

du
E(t) = Au(t) + f(u(t)), t>0

u(0) = ug

mit up € R", A € R"",0(A) C {# € C: Re(z) < a < 0}, mit f: R” — R" stetig differenzierbar
und mit f(0) =0, f/(0) = 0.

Mit Hilfe des Satzes iiber die implizite Funktion zeige, dafs es ein § > 0 gibt, so dak fiir alle
ug € R™ mit |ug| < 6 das AWP genau eine globale Losung (d.h. fiir alle ¢ > 0) hat. Diesmal
schreibe das AWP nicht um als eine Integralgleichung, sondern behalte die Differentialgleichungform
und untersuche Nullstellen einer passenden Abbildung, die den Ableitungsoperator enthilt.

Hinwers: Benutze die Variable v := u — ug statt u.
Problem 2: Sei X ein Banachraum, A C X kompakt, konvex und nicht leer und f: A — A
stetig. Zeige, dak f einen Fixpunkt hat.

Hinweis: Kurz und einfach.
Problem 3: Wir setzen I :=[0,1] und X := C(I,R).

a) Betrachte den Integralkern K : I? — R mit K(x,vy) := %|x — y| und den Operator T : X — X
mit Ty := fol K(-,y)u(y)dy. Zeige, dab fiir K(z,y) := L[z —y| und u = Tf gilt P?u = f in
(0,1).

b) Modifiziere die Funktion K (x,y) aus Teil a) durch eine bilineare Abbildung [ : I? — R, so daf
u(zx) == fol (K(z,y) + l(z,y)) f(y) dy das folgende homogene Dirichletproblem (x) 16st

(*){ Ofu(z) = f(x) i (0,1),
u(0) =u(l) =0.

c) Gegeben sei eine stetige (i.A. nichtlineare) Funktion f: R — R und das Randwertproblem

(**){ pulx) = f(u(z)) in (0,1),
u(0) =u(l) =0.

Zeige: Unter geeigneten Annahmen an f hat das Randwertproblem (%) eine Losung.

Hinweis: Mit Hilfe des Operators T und des Integralkernes K + 1 formuliere das Problem als
ein Fizpunktproblem um und benutze den Schauder’schen Fizpunktsatz. Die explizite Form von
[ (und von K ) ist in diesem Teil der Aufgabe unwichtig.
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Problem 4: Einbettung von Sobolev- in Holderrdume. Es seien I := (a,b) C R und p € [1,00).

Wir definieren

WP(I,R) =
)

{fé LP(I,R)|3g € LP(I,R) : fiir fast allexy,x9 € I : f(x2) — f(x1) :/

1

g(z) dm}

mit der Norm || fly1.0 = [ flle(ry + 19l e (1)
Bemerkung: Der Raum (W'P(I,R), || - |yy1s) ist ein Banachraum.

a) Zeige fir a <1 — % die Stetigkeit der Einbettung j : W1P(I,R) — C%(I,R) mit j(u) = u
(j = id, aber streng genommen wahlt j einen Reprisentanten).

Hinweis: Die Hélder Ungleichung ist hier hilfreich. Fange erst mit der Abschdtzung von

SUD, ye T aty % Fiir || fllco ist es gut so anzufangen, daff man das Mittelwertintegral:

|f(x)] = £;1f(x)|dy und die Dreiecksungleichung verwendet.

b) Bonusaufgabe (Bonuspunkte)
Zeige, dab fiir o < 1 — % die stetige Einbettung j : WP(I,R) — C%(I,R) mit j(u) = u sogar
kompakt ist.

Hinweise:

(i) Man iberlege sich, dafi es ausreicht, die Kompaktheit der Einbettung
j:CP = o mitﬁzl—% zu zeigen.

(ii) Man verwende den Salz von Arzela-Ascoli, um ein Grenzobjekt in C(I,R) zu finden.
Danach wird gezeigt, dafdie Konvergenz zu diesem Grenzwert auch in || - ||ce gilt.



