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1 Einleitung

Bezeichnungen: Sei X eine beliebige Menge.

e N:={1,2,3,...}

P(X):={A:AC X} ist die Potenzmenge 7u X

Sei A C X. A°:= X \ A ist die Komplemente von A.
Sei A C X.

1, z€A, . . .. .
xa(x) = ist die charakteristische Funktion von A.
0, sonst,

o fiir (A, )neny C P(X) ist
* lim, oo Ap :={z € X : x € A, fiir unendlich viele n € N} (Limes-superior)
x lim, oA, = {2z € X : I ng(x) €N, sodass x € A,Vn > ng} (Limes-inferior)

* (Ap)n konvergent, falls lim,,_, oo A, = limy, 00 A,. Dann limy, o0 Ay = lim, 00 An
* (Ay)n wachsend, falls A,, C A, 41 Vn € N; und fallend, falls A,, D 4,41 Vn € N

Wir werden (versuchen) Mengen immer mit grofen Buchstaben, z.B. A, und Mengensysteme mit grofen
kalligraphischen Buchstaben, z.B. A zu bezeichnen.

1.1 Inhaltsproblem/Mafiproblem

Mafproblem: Was ist ein passender Begriff fiir den Inhalt/Volumen?
Genauer: gesucht wird eine Abbildung u : P(R™) — [0, 0o], sodass

e V(A,)n>1 mit A, € P(R™) und (A,), paarweise disjunkt gilt u(U321 A,) = > 07 | p(Ay) (o-Additivitét)

w(A+b)=pu(A) vb e R", A € P(R™) (Translationsinvarianz)

=

[0,1]") =
A) < u(B) falls A, B € P(R"),A C B (Monotonie)

(A
(
W(TA) = u(A) VT € O(n) and A € P(R") (Rotationsinvarianz)
o 1
(

[
=

Anzahl der Elemente(n = 0)
Li iner K 1

Intuitiv soll u anse e?ner 1.1.rve(n ) sein.
Inhalt einer Fléche(n = 2)

n—dimensionaler Inhalt von Teilmengen in R™ (n > 3)
Auswahlaxiom.

Es sei (Ay),es eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine Funktion a : J — A :=J
der Eigenschaft a(j) € A; fiir alle j € J.

ieJ Aj mit

Satz 1.1 (Vitali) Das Mafproblem ist unldsbar.



Beweis. (mit Hilfe des Auswahlaxioms)

Betrachte die Aquivalenz in R":
r~y = x—yeqQ".

A C [0,1]™ enthalte fiir jede Aquivalenzklasse genau einen Repriisentanten. Dann ist (g+ A)qeqn eine abzdhl-
bare Familie disjunkter Mengen und [0,1]" C Ugegnni-1,1]»(¢ + A4).

L=p(0, ) <p( |J  (@+rA)7EY S uerdH= Y wA

qeQrn[—1,1]" qeQrn[—1,1]» qeQrn[-1,1]"

= p(A) >0

Gleichzeitig:
2>  J @+ !
qGQ"ﬂ[fl,l]”'
=2">p((0,2)) > > w4 >
q€Qrn[o,1)"

Aber: #(Q"N[0,1)") =00 = p(A) =0 (Widerspruch). O

Das Mafiproblem ist unlésbar in R™,n > 3 sogar mit endlicher Additivitit statt der o-Additivitit.

Satz 1.2 (Banach-Tarski) Sei n > 3 und A, B C R" beliebige Mengen mit nicht-leerem Inneren. Dann
gibt es disjunkte Mengen C,...,C,, C R™ und Bewegungen (Rotationen, Translationen) f,..., B, s.d.
Bi(Ch), ..., Bm(Cr) disjunkt sind und A = U;C;, B = U;6;(Cy).

z.B.: A= B1(0),B = B1(0) UB1((2,0,...,0)). Die Einheitskugel kann in endlich viele Stiicke zerlegt werden
und diese in zwei volle Einheitskugeln bewegt werden!

Bemerkung 1.1 Ein bereits bekanntes ,,Mafs“: das Jordan-Maft m.

Konstruktion:

o fiir a,b € R"” mit a; < b; fir allei =1,...,nist [a,b) := " ,]a;,b;) (Hyperrechteck)
m([a,b)) = 1L, (b; — a;)
o F':={ACR": A= U;-"zl[a(j),b(j)),m € N,a bU) € R™ fiir alle j} (Figuren in R™)

e A C R” heifst Jordan-messbar, falls A in F™ approximierbar ist, d.h.

* A = — . f _ N A
e SCzi?Spe]-‘nm(S) SD;&,I}S‘E]-‘nm(S) m*(A)

Dann heift m(A) := m*(A) das Jordan-Mafs von A.
Beispiel 1.2 A :=[0,1] N Q ist nicht Jordan-messbar, weil:
e fir SCASecFlgiltS=0 = m.(4)=0
o fiir DA SeFlgilt SO0,1] = m*(A)=1

Es ist also klar, dass es nicht sinnvoll ist einen Inhalt oder ein Maf auf ganz P(R™) (bzw. P(X) fir eine
beliebige Menge X) zu definieren. Wir werden uns auf messbare Mengen beschrinken.

rechts fehlen r € [0,2)™ mir r; > 1 fiirein j und r; = a+bmit e € [0,1]NR\Q und b € R\ Q
2[0,2)" C [0,1]™ + {0, 1}". Bem.: #({0,1}") = 2".



1.2 Das Riemann-Integral

Die Mafitheorie ist eng mit der Integrationstheorie verkniipft. Wir kennen bisher vor allem das Riemann-
Integral. Dies hat aber wesentliche Nachteile.

1) R(R™), d.h. die Menge von Riemann-integrierbaren Funktionen auf R™, ist nicht reichhaltig genug.
Beispiel 1.3 f := x[0,1)n0

Behauptung: f[o 1 f(z) dz existiert nicht im Riemann-Sinn.

Beweis. Sei Z := {0 = xg,...,xy = 1} eine Zerlegung von [0,1]. I; := x; — x;_1.

N

U(f,2) = ;mz|ll| =0, wobei m; = alglflf(x)
N
O(f,2) = ZMi|Ii| =1, wobei M; = sup f(z)
i— zel;
Alsoist U(f,Z) =0,0(f,Z) = 1. Damit f ¢ R([0,1]). O

Bemerkung 1.4 x|y 1)nq ist aber Lebesgue-integrierbar, wie wir in Abschnitt 777 zeigen.

2) Das Riemann-Integral ist mit dem Grenzprozess nicht gut vertriglich.

Beispiel 1.5 Wir zeigen, dass sogar der (punktweise) Limes von monoton wachsenden Folgen von gleichméfig
beschrinkten Riemann-integrierbaren Funktionen nicht Riemann-integrierbar sein mufs.

Es ist bekannt, dass falls f : [a,b] — R stetig bis auf endlich viele Punkte aq,...,a, in [a,b] ist, dann ist
f € R([a,b]). Wir wihlen fiir jedes n € N eine Menge Q,, := {q1, ..., ¢} € QN[0, 1], sodass QN[0, 1] = limy, 00 Q-
Wir definieren jetzt fiir jedes n € N die Funktion f, : [0,1] = R durch

fn(@) = xqQ. (%),

Esist f,, € R([0,1])) Vn, fn(z) < fo41(z) Yn € NVz € T und

lim f.(x) = xqn[o,1](2)-

n— oo

Damit ist

aber die Grenzfunktion ist nicht Riemann-integrierbar, cf. Bsp. 1.3. Dieses Beispiel sollte verglichen werden
mit dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir mefsbare Funktionen.

Ziele der Vorlesung: Wir werden einen allgemeinen Integralbegriff einfiihren, der auf dem Begriff des
"Mafses-von Mengen einer gewissen (zuniichst beliebigen) Grundmenge X beruht. Im Spezialfall, dass die
Grundmenge X = R" ist, liefert dieser Makbegriff eine Erweiterung des Jordan-Inhalts zum "Lebesgue-
Mafk". Als nichstes konstruieren wir fiir ein gegebenes Mafs ein Integral. Zum Lebesgue-Maf konstruieren wir
das ,Lebesgue-Integral“, welches damit eine Erweiterung des Riemann-Intergrals ist. Dieser Erweiterungspro-
zess ist im gewissen Sinne ein Vervollstdndigungsprozess, dhnlich der Vervollstindigung der rationalen Zahlen
zu den reellen Zahlen.




e allgemeine Konstruktion vom Mafl auf einer beliebigen Grundmenge X
o Lebesgue-Mak (X = R")

o Definition des Integrales bzgl. eines Mafes

e Lebesgue-Integral (bzgl. des Lebesgue-Mafses)

o Konvergenzsitze

e [P-Riaume

e Produktmafe, Satz von Fubini

e ...
Beispiele guter Biicher zur Maftheorie und Integrationstheorie:

e Elstrodt [1]
o Forster [2]
o Werner (3]

2 o0-Algebren
Sei X # () eine beliebige Menge.
Definition 2.1 R C P(X) heifit ein Ring, falls gilt:

i) beRr
(i) ABeER = B\A={zeXjzeBAx¢gA}eR
(iii) A, BeER = AUBE€eR
Aus Punkt (iii) folgt natiirlich 4q,..., 4, e R = U, 4; € R.

Definition 2.2 Ein Ring R C P(X) mit X € R heifit eine Algebra auf X.

Definition 2.3 Eine o-Algebra auf X ist eine Algebra A, die abgeschlossen bzgl. abzidhlbarer Vereinigung

ist, d.h.
Al,AQ,...EA — UAiEA-

i=1

Bemerkung 2.4 1) Fiir ein Ring R und A,Be Rgilt ANBeR, weil ANB=A\(A\ B).

2) Fiir eine Algebra A gilt A€ A= A°c A, weil A, X € Aund A° = X\ A.
3) Da (oo, An = (U2, A%), ist (1) dquivalent zu

Al,AQ,...EA — mALEA

i=1

4) o-Algebren sind die wichtigsten Mengensysteme fiir die Mafitheorie.



Beispiel 2.5 Sei A C X.

1.
2.
3.
4. P(X) ist die grofite o-Algebra; {X, 0} ist die kleinste o-Algebra.
5.

6.

{0, A} ist ein Ring
{0, A, A¢, X'} ist eine Algebra

Jede endliche Algebra, also z.B. die in 2., ist eine o-Algebra.

Das System von abzihlbaren Teilmengen von X ist ein Ring. Falls X abz#hlbar ist, dann ist das System
eine o-Algebra.

Das System der beschriankten Teilmengen von R ist ein Ring aber keine Algebra.

Lemma 2.1 7" ist ein Ring (Ring der n-dimensionalen Figuren).

Beweis. Wir brauchen erst das:

Hilfslemma: Sei I := (a,bl],J := (¢,d] mit a,b,c,d € R". Dann gilt

INJegG" ={ACR": A= U I;,m € N, (I;); paarweise disjunkte Intervalle in R"}.
j=1

Der Beweis kann mit Hilfe einer Induktion in n gefiihrt werden und ist eine Ubungsaufgabe.

Wir notieren folgende zwei Resultate

(i) Aeg"” = A\I € G" fiir jedes Intervall I in R™. Dies gilt, weil A = UJL,I; mit (I;); paarweise

disjunkt und deshalb A\ I = U2, (I; \ I) mit (I; \ I); paarweise disjunkt.

(ii) Ae F* = A€ G". Um dies zu zeigen, schreiben wir erst A = UJL; I; mit (nicht unbedingt paarweise

disjunkten) Intervallen (I;),. Es ist

A=LUDL\LHUIL\(LHUL))U---UIp\ (1 U---Ulpn_1)),
N—————

=NLUIy

=1UI,Ul3

wobei Iy, 1o\ I, I3\ (I1 U l2),..., I, \ (I U--- U I,_1) paarweise disjunkt sind und jedes nach dem
Hilfslemma in G" liegt.

Wir zeigen jetzt, dass F" ein Ring ist.

1.

0erF dad=(a,a

2. Sei A, B € F". Zu zeigen: A\ B € F".



Es ist (da auch A € G™ nach (ii)):

mi ma
A\ B = U I |\ (U Jk> (I;, J Hyperrechtecke mit (I;); paarweise disjunkt)
=1 k=1

3

(e (Un))

GO LN NI\ Ta) )\ Ty € FT,
——

€Gn (Hilfslemma)

I
—

J

I
C:

<.
Il
—

€G" nach (i)

Egn
wobei der letzte Schritt wegen der paarweise Disjunktheit von (I;); folgt.
3. Sei A, B € F". Zu 7zeigen ist AU B € F".
AUB=AU(B\A)eF",

weil A€ G" B\ A€ G"und A, B\ A disjunkt sind.

2.1 Erzeuger und Borelsche Mengen
Behauptung Ist (A;);c; eine Familie von o-Algebren auf X, dann ist [, A; eine o-Algebra auf X.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Definition 2.6 Sei X eine beliebige Menge und £ C P(X) ein Mengensystem. Die kleineste £ enthaltende
o-Algebra heifst die von £ erzeugte o-Algebra, bezeichnet o(€). £ heifit deren Erzeuger.

o(&) = N A.

ACP(X),A ist o—Alg.
ECA

Die wichtigste o-Algebra ist B(R™) - das System von Borelmengen. Diese werden typischerweise mit Hilfe der
Figuren, cf. Bem. 1.1, konstruiert.
Definition Sei 7" das System der Figuren in R"™.

B(R™) :=o(F")

heifit die Borel o-Algebra auf R™. Jedes A € B(R™) heifit eine Borelmenge.




Satz 2.2 Fiir folgende Mengensysteme in R gilt o(D;) = B(R) Vj =1,...,7.

Dy :={(—o0,r] : r € R}

Dy :={(—o0,r) : r € R}

D3 :={(—o0,r) : 7 € Q}
]

Dy :={(—o0,r] : 7 € Q}

D5 :={A CR: A offen}

D¢ :={A C R : A abgeschlossen}
D7 :={A CR: A kompakt}

Bemerkung 2.7 Analoges gilt auch fiir B(R™).

Borelmengen kann man also definieren, zum Beispiel, als Mengen, die durch abzéhlbare Vereinigungen, Durch-
schnitte und relative Komplementen aus offenen Mengen gebildet werden konnen.

Beweis. Wir notieren uns erst die folgenden Implikationen.

e DCD = o(D)Co(D)

e Falls A eine o-Algebra ist und £ C A, dann o(€) C A.

1. z.2.: 0(Dy) = 0(D1)

e Esist Dy, C D — O'(D4) C O'(Dl).
o Wir zeigen: Dy C o(Dy)

Sei r € R beliebig. Wihle eine Folge (rg)ren, rx € Q mit rp > r und r;, — 7. Dann ist

(—oo,r] = () (=o0,rs] °*

k €Dy
——————
€0(Da)

Damit ist Dy C o(Dy). Also o(D1) C o(Dy).
2. 7z.2.: 0(D3) = 0(Dy)

e Esist Dy C 0(D3), denn:
Zu r € Q wéhle rationale Zahlen r; > r mit 7, — . Damit ist

(~o0,] = () (=00,70)
O €D3 :

—_———
€o(Ds)

Also ist 0(Dy4) C o(Ds).

3Def. von o(D4) und Eigenschaft von o-Algebren, cf. Bem. 2.4



e Es gilt auch D3 C 0(Dy), denn:
Zur € Q wahle r, € Q, r <71, rp, — r. Dann ist

(—OO,T) = U (_007776]
——— o ~——
€D3 €Dy
—_——
€0(Da)

Also ist D3 C o(Dy).

3. 0(Ds) = 0(Dg) ist trivial, da o—Algebren abgeschlossen beziiglich des Komplementenbilden sind.
Die restlichen Gleichheiten bleiben dem Leser als Ubungsaufgabe zu zeigen. O
Definition 2.8 Sei X #0, F C X, £ C P(X).
ENE={FNE:Fe&}

heifst die Spur von £ auf F

3 Inhalte, Pramafie und Mafe

Sei X eine beliebige Menge (nicht unbedingt X € R™), £ C P(X) ein beliebiges Mengensystem.
Ziel: Untersuchung von speziellen Abbildungen der Form
i€ —[0,00],

wobei

e r+oo=o0flirallex e R
e 00+ 00 =00

e Sind ay > 0 Vk, dann bedeutet

oo
E ap — OO

k=1

entweder die Reihe divergiert oder ein ay, = oo fiir ein k.

Definition 3.1 Sei R C P(X) ein Ring.

(a) p: R — [0,00] heiftt ein Inhalt, falls

(i) p®) =0
(ii) endliche Additivitét: pu Uy Ak) = Y peq w(Ag), falls Ay, ..., A, € R paarweise disjunkte Men-
gen

(b) Ein Inhalt p heift Pramaf, falls

(i) o-Additivitt: g (U2, Ax) = 320°, u(Ag) fiir Ay, Ay, ... € R paarweise disjunkt mit (22, A, € R.

10



(c) Ein Pramaf p: A — [0, 00] auf einer c—Algebra A C P(X) heift ein Maf auf A. (X, A, u) heifst dann
ein Mafraum.

Beispiel 3.2 (1) Sei X eine Menge, A = P(X). Sei p : P(X) — [0,00] mit p(0) = 0 und p(A) = oo fiir
Ac A A#0. pist ein MaR.
(2) Sei X # 0, x € X beliebig fest. Sei A C P(X) eine o-Algebra. Definiere eine Mengenfunktion
g+ A — [0, 00] durch

1 (A) = xa(z) = {0 falls ¢ A

1 fallsze A

y ist ein Mak (s.g. Einheitsmasse im Punkt z).

Allgemeiner: p: A — [0,00], 4 := Z;V=1 ajpiz; mit v; € X,a; > 0 fiir alle j ist ein Mak. (Massen der
Grofse o; in Punkten x;)

Bemerkung: Fir N = oo ist p ein Malfs, falls 23011 a; < oo.

(3) Zahlmak: Sei A C P(X) eine o-Algebra. Sei i : A — [0, 00] durch

#(A) d.h. Anzahl der Elemente von A, falls A endlich
p(A) = .
00 falls A unendlich

definiert. p ist ein Mafk.

(4) Sei X eine abzdhlbar unendliche Menge und A C P(X) die Algebra aller Teilmengen von X, die endlich
sind oder deren Komplement endlich ist. Dann ist p: .4 — [0, o],

0 falls A endlich
p(A) == ¢ andl;
oo falls A° endlich

ein Inhalt aber kein Prémaf, da oo = pu(X) # 3272, u({z;}), wobei {z1,z2,...} = X.

(5) (a,b] C R. Definere A durch:
A(a,b]) :==b—a

Ist A€ F*, so lidsst sich A darstellen als disjunkte Vereinigung halboffener Intervalle (a;, b;]. Also

n

A= {J(asb] (%)

=1

Definiere

Fiir die Wohldefiniertheit von A auf F! ist die Unabhéngigkeit von A(A) von der Darstellung (x)
nachzuweisen. Setze hierfiir

1 fallszec A
xa(r) =

0 sonst

11



x ist die charakteristische Funktion der Menge A. Nun ist

/ xa(z)dx :/ Zx(ai’bi](a:)dx
—o0 =00 =1
> [ @) da
i=1J =

=bi—a;

(bi — a;)

M=

1

A),

.
Il

Il
>~
—

wobei das Integral das Riemannintegral ist (welches existiert, da x4 eine Regelfunktion ist).

Weil die endliche Additivitét offensichtlich ist, gilt, dass A ein Inhalt auf 7! ist. Analog ist das Jordan-
mafs A" ein Inhalt auf F™. A" ist sogar ein Pramafs auf 7", wie in Satz 3.4 gezeigt wird.

Lemma 3.1 (Eigenschaften vom Inhalt) Sei p ein Inhalt auf dem Ring R und A, B, A; € R fiir alle
7 € N. Es gilt:
(i) AcB = p(A) <u(B) (Monotonie)
(i) 11(A) + p(B) = p(AU B) + u(AN B)
(iii) Falls A, Az, ... paarweise disjunkt sind und U2, A; € R, dann

o0

> (A < p(Us2,A;)

Jj=1

(iv) Angenommen p ist o-additiv und U2, 4; € R, dann

p(U5214;) < p(4;) (o — Subadditivitit)
=1

Beweis. (i) Risein Ring = B\AeR
p(B) = u(A) + u(B\ A) = u(4)
(ii) In
B=(B\A)U(ANB) (*)
AUB=AU(B\A) (**)
sind die rechten Seiten disjunkte Vereinigungen. Also

n(A) + u(B) L pu(A) + w(B\ A) + w(AN B) = w(AUB) + (AN B)

(i) UL, A; C U2, A; gilt fiir alle N € N. Also
U521 4) < p(U52,45)

j=1
N——
=52, u(A;)

gilt fiir jedes N.

12



(IV) Sei Bl = Al,BQ = A2 \ Al,Bg = Ag \ (A2 U Al) usw. Dann U?’;IB]' = U?‘;IAJ‘. Da Bj paarweise
disjunkt sind, ist fiir jedes NV

N N
(B;CA;j)
WU By) = u(By) <Y ulAy).
j=1 j=1
Also
N
(U1 45) < u(4y)
j=1
fiir jedes N.

O

Definition 3.3 Sei p: R — [0, 00] ein Inhalt auf dem Ring R. Dann heiflt A € R eine p-Nullmenge, falls
n(A) =0.

Korollar 3.2 Sei p ein Inhalt auf dem Ring R und A;, As,--- € R p-Nullmengen, A € R. Es gelten die
Implikationen:

(i) ACcUjLAjmeN = Aist y-Nullmenge
(i) A C U2 Aj, pist ein Prémaf == A ist y-Nullmenge
Beweis. (i) Trivial, wegen m € N, der Monotonie, und den Ringeigenschaften.
(i) A=Ux AN (Ak \ Uf;llAj) € R, wobei rechts eine disjunkte Vereinigung von Mengen aus R ist. Fiir
jedes k ist die Menge eine Teilmenge von Ag. Da p ein Pramaf ist, gilt also
oo e}
p(A) = (AN (A \USZIA))) < p(A).
k=1 k=1

O

Bemerkung 3.4 Fiir ein Maf u auf einer o-Algebra ist also U72; A; eine p—Nullmenge, falls A; eine Null-
menge fiir jedes j ist.

Satz 3.3 (Pramaf-Eigenschaften) Sei p: R — [0, 0] ein Inhalt auf dem Ring R. Fiir die Aussagen:
(i) w ist ein Pramaf;
(ii) Sind A1 C A» C ... mit A; € R Vj und
A=[JAer 4
j=1

so gilt p(A) = lim;_,o0 u(A;); (Stetigkeit von unten)

4d.h. (A;); ist monoton und A; S~ A

13



(iii) Sind A; D Ay O ... mit A; € R Vj, u(A1) < oo und
A= ﬂ Aj ER, 5
j=1
so gilt p(A) = lim;_, o0 u(A;); (Stetigkeit von oben)
(iv) Sind A1y D A2 D ... mit A; € R Vj, u(A1) < oo und

h=(14

1

g
j=
so gilt lim;_,o p(A;) = 0;
gilt
(i) <= (i1) = (iii) <= (iv).
Falls p endlich, d.h. pu(A4) < oo VA € R, dann sind alle Aussagen dquivalent.
Beweis. (i) = (ii): Sei A; " A, Aj, A € R fiir alle j. Wir definieren:

Bl = Al
BQ = A2 \ A1
B3 = A3 \ (Al @] AQ)

j—1
Bj = Aj \ U Ak

k=1
Dann sind die B; paarweise disjunkt und es ist

oo o J
A=J4; =B, 4=Bk
j=1

j=1 k=1

Da p ein Pramaf ist, gilt also

5d.h. (A;); ist monoton und A4; N\, A
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(i) == (i): Sei (B;); C R eine disjunkte Folge von Mengen B; mit B := |J;2, B; € R. Fiir 4; := Ul_, Bk

gilt
A; /B
Wegen (ii) also
j oo
u(B) = lim u(A;) =jlggo;u(3k) = I;M(Bk)

(if) = (iii): Wir haben A C A; C A; Vj. Deswegen u(4;) < oo Vj.
AiNA = A \4; A N\A
(A1) = p(Aj) + (A \ 4j) #(Al)gj)@o
w(Ar\ A;) 7 (A \ A) da ACA,

wegen (ii)

= (A4) \op(4)

(A1) — p(Az) = p(Ar\ 4;)
p(A1) — p(A)

(iii) == (iv): trivial

(iv) == (iii): Sei (A;), eine Folge wie in (iii). Setze B; := A; \ A. Es ist B; € RVj und B; \, . Da
p(B1) < (A1) < oo, gilt u(B;) — 0.

) (Bj)<oo,u(A)<oo da ACA;
u(Ay) T= p(By) + u(A) -

B0 (Ay) — u(A).

w(Bj) = pu(A;) — p(A)

Sei jetzt p endlich. Wir zeigen (iv) = (ii).

Sei (A;); wie in (ii). Dann A\ A; N\, 0 und p(A\ A1) < oo (da A\ A; € R und p endlich). Nach (iv) gilt
also u(A\ 4,) — 0.

endlich
Nun p(4) = u(Ay) + p(A\ A7) " 2 1(4;) = u(A). O
———
—0

Beispiel 3.5 Sei X = N, A := P(N). Sei p: 2N — [0, 00] das Z&hlmaR.
Seien (A, )nen wie folgt erklart:

A1 =N
Ay =N\ {1}

Ap =N\ {1,...,n}
Esist A:=),cn An = 0. Weiterhin ist p(A,) = oo fiir alle n. Damit ist
lim ji(As) = 00 # 0 = u(A).

Die Voraussetzung p(A;) in (iii) in Satz 3.3 ist also wesentlich.

15



Satz 3.4 Das Jordan-Maf definiert auf dem Ring der Figuren, d.h.
A" F = [0,00], F' = {UL,[a9),59)),m € N,a'9) pY) € R}
ist o-additiv, d.h. A" ist ein Pramafs.

Beweis. Dass A" ein Inhalt ist, ist offensichtlich, weil jedes A; € F" als eine Vereinigung von endlich vielen
paarweise disjunkten Hyperrechtecken [a("7), b(?7)) geschrieben werden kann.

o-Additivitat:

Sei (A;); C F™ paarweise disjunkt, Ujil Aj € F*. Da A\"| £~ ein Inhalt ist, wie wir frither gezeigt haben, gilt
nach Lemma 3.1

Saap<a (Ua,
j=1 j=1
Es bleibt also nur >, also die o-Subadditivitit, zu zeigen.
Sei A:=J;Z, A;. Wir benutzen folgende
Behauptung Fiir jedes ¢ > 0,j € N gibt es A’, A}, € F" mit A’ C A, A; C A und

AHA") > (1 —e)A"(A), AM(AL) > (14 )" (Ay).

Der Beweis wird dem Leser als Ubung iiberlassen.

A’ ist kompakt und A’ C 2, A;, wobei dies eine offene Uberdeckung ist. Nach dem Satz von Heine-Borel
gibt es auch eine endliche Teiliiberdeckung, d.h.

m
A7 7
Al C U Ajk
k=1

fiir ein m € N. Wir haben

(1—e)A"(4) < AM(A) < An(A)) < (1+¢) iA”(Aj)

k=1
fiir ¢ > 0 beliebig. Also A"(A) < 3777 A™(4;).
O

Bemerkung 3.6 Das Pramalfs A" aus Satz 3.4 heifst das Lebesguesche Pramaf auf 7", da es zum Lebesgue-
maf (auf B(R™) = o(F™)) fortgesetzt werden kann.

4 Fortsetzung von Pramafien zu Mafien (Lebesgue-Maf als Proto-
typ)

- Zugang nach Carathéodory (~1914)
Sei X eine beliebige Menge.

Definition 4.1 Eine Abbildung 1 : P(X) — [0, co] heifit duferes Maf, falls:

16



(i) n(@) =0
(il) AcBC X = n(A) <n(B) (Monotonie)

(iii) (A;);>1 C P(X) = 1 (Ui’; 1Aj> < Y% n(4;)  (o-Subadditivitiit)
Beispiel 4.2 Sei X eine Menge. Folgende 7 : P(X) — [0, 0c] sind dufere Mafe:

1) n(A) =0 VA€ P(X)

2) n(0) =0, n(A)=1, VA#0
3) n(0) =0, n(A) = oo, VA £
0, A hochstens abzihlbar,
4) (4) {1
, sonst.
Satz 4.1 Sei p: R — [0, 00] ein Inhalt auf dem Ring R mit R C P(X). Fiir A C X setze:
= inf Zu CletACUE
Jj=1

(Infimum ist {iber alle Folgen (E;); C R mit A C Ujoil E; zu bilden.)

Falls es keine Folge (Ej;); C R gibt mit A C (J;Z, Fj, dann setze p*(A) := oo.
Dann ist p* : P(X) — [O oo] ein duferes Mafk.

Beweis. (1) p(0)=0 = p*@)=0

(i) Sei A,B € P(X) mit A C B. Dann ist p*(A) < p*(B), da jede Folge (E;);, die B iiberdeckt, auch A
iiberdeckt. Damit kann das Infimum nur kleiner werden.

(ili) Sei (A;); C P(X). Zu zeigen:

Annahme: p*(A;) < oo fiir alle j, anderenfalls ist die Ungleichung trivial.
Zu beliebigem € > 0 gibt es Mengen Ei(J) € R, sodass

A; CHE(])undu 25 i ]
fir alle j.
Wegen
UacUUEY
j=1 j=1i=1
ist
w (U A]—) < (U UE(”) Z (BED) <3 (w(a ) =Y w4 +e
j=1 j=11i=1 i,j=1 j=1 j=1
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Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 4.3 Aufere Mafe sind i.A. nicht additiv also keine Inhalte. Insbesondere sind sie nicht o-additiv.

Beispiel: X = {1,2}. Dann ist
P(x) = {(Z)’ {1}7 {2}) {17 2}}
Definiere Mengenfunktion p durch

n(@) =0,
wX) =2,
n({1}) =1,
n({2}) =2

Dies ist ein dufseres Maf, jedoch ist p nicht additiv, denn:

p({13U{2}) =2 <3 = p({1}) + u({2})-

Bemerkung 4.4 Zwar ist ein duferes Maf p auf P(X) im allgemeinen kein Mafs, jedoch gelingt es durch
geeignete Einschrankung des dufieren Mafes auf eine in bestimmter Weise konstruierte Teil-o-Algebra von
P(X), dass p auf dieser ein Mafs wird. Dies ist unser néchstes Ziel.

Eine Minimalforderung an ein Teilmengensystem M,, von P(X), sodass p auf M, ein Maf wird, ist eine Ad-
ditivitatseigenschaft von 1 auf M,,. In anderen Worten, durch Einschrinkung auf ein kleineres Mengensystem
wird ein dufseres Maft sogar o-additiv. Diese Beobachtung geht auf Caratheodory zuriick.

Dies legt folgende Definition nahe:
Definition 4.5 Sei p : P(X) — [0, 00] ein duferes Mafs. Eine Menge A € P(X) heift p-messbar, wenn gilt:

wQ) = u(@NA) +u(@QNA?) VQ e P(X).

Setze

M, :=={A € P(X): u(Q) = p(@QNA)+pu@QnNA°)}
die Menge aller y-messbaren Mengen oder auch das Mengensystem der additiven Zerleger beziiglich p. Man
sagt auch, dass die Mengen A € M,, die ,Spaltungseigenschaft haben.

Satz 4.2 Sei 1 : P(X) — [0, 00] ein dueres Mafi und M, wie in Definition 4.5. Dann ist M, eine o-Algebra
und g : M, — [0, 00] definiert ein Maf auf M,,.

Beweis. Wir zeigen erst, dass M, ein Ring ist. Sei A € P(X) beliebig. Es gilt stets

Q=(QNA)U(QNAY)VQ € P(X).

Da p subadditiv ist, gilt
(@) < u(@NA) + (@ N A°).

Wir miissen also bei jeder Ring-Eigenschaft nur die andere Richtung > in der Spaltungseigenschaft zeigen.

(i) Sei @ € P(X) beliebig. Dann ist

1(Q) = p(QNO) + (@ N0
Also ist § € M,,.
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(ii) Sei A € M,,. Wir zeigen: A° € M,,. Es ist
Q) =m@NA)+u(@QNA%) =p(@QnNA°) + p(@Qn A).

(ili) Wir zeigen zunéchst, dass A, B € M,, = AU B € M, gilt.
Seien also A, B € M,, und Q € P(X) beliebig. Es ist

w(Q N A°) = 1(Q N AN B) + u(Q N A° N B, *)

weil Q N A° € P(X).
Es gilt:

QN(AUB)=(Q@NAU@NBN (AU A9))
=(QNAU@NBNAU(QNBN A9
=(Q@NA)UQ@NBNA®.

Da p subadditiv ist, ist
mQ@N(AUB)) < u(@NA) + u(Q N BN A (**)

Damit ist

QN (AUB)) + u(@N (AUB)) < u(Q N A)+ u(Q N BAAY) + u(Q A° 1 B°)

—=QnAcnBe

Du(@nae)

(QNA)+p@n A%
(@Q)

7

L
Also ist AUB € M,,.

(iv) A,Be M,, = A\ B e M, gilt wegen
A\B=ANB*=(A°UB)‘ € M,,

wobei der letzte Schritt aus (ii) und (iii) folgt.

Damit ist M,, ein Ring.

Als néchstes ist zu zeigen, dass M, eine o-Algebra ist und dass die o-Additivitat fir p auf M, gilt.

Offensichtlich ist X € M,,, also ist M,, eine Algebra. Seien nun A, B € M, disjunkt. Dann gilt

w@N(AUB)) =w@NA)+pu(@QNB) VYQ € P(X).
—
=:QeP(X)

Per Induktion erhalten wir: Seien Aq,..., A, € M, paarweise disjunkt, dann gilt

I (Qﬂ (U Aj)) => u@n4;) vQe PX). (**%)
j=1

Jj=1
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Definiere B,, := U?:1 Aj € M,, wobei (A4;); eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus M,, ist. Spéter
betrachten wir n — oo. Fiir n € N ist:

() w@NBy) +p(@NBy)  (da By e M,)

DS @M Ay) + u(@n BY).

j=1

<.

Sei jetzt A = U;’il A; eine Erweiterung von B,,, so dass (A;); eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus
M,, ist. Dann ist B,, C A und damit A° C BS. Wegen der Monotonie x(Q N A°) < u(Q N BE) und

Q) > Zu(@ NA;) + p(Q N A°).

Dann konnen wir auch zum Grenzwert iibergehen:

Z QN A;) + QN A% (4%)

Jana, | +u@na,

j=1
wobei der letzte Schritt aus der o-Subadditivitdt des dufseren Mafes p folgt.
Wegen [J(Q NA4;) =QN(UA,) =QnN A folgt
Q) = m@NA) +p(@nN A%
Damit ist A = Jj2, A; € M,,, falls (A;); C M,, disjunkt sind.
Auferdem, mit @ = A in (4%), ist pu(A4) > Z] 1 11(A;). Wegen der o-Subadditivitét folgt dann

also p ist o-additivit auf M,.

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir (4;); C M), auch [J;2, A; € M), (auch wenn (A;); nicht paarweise disjunkt
sind).
Setze wie iiblich

= A\ A4
= A3\ (41 U 4y)

Dann ist (B;); eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus M,,. Damit ist

00 00
U Aj = U Bj S MH'
j=1 j=1

Also ist M, eine o-Algebra. O
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Bemerkung 4.6 Nach Satz 4.1 wird von einem Inhalt p: R — [0, 00] auf dem Ring R ein duferes Mafs p*
erzeugt. Nach Satz 4.2 ist insbesondere M, eine o-Algebra und p*|ys,. ist ein Maf.

Folgende Fragen sollen nun beantwortet werden:

1) Tst R C M,-?
2) Falls 1) mit ja beantwortet wird, wie stehen der Inhalt p : R — [0,00] und p* zueinander, d.h. wie
verhdlt sich p(A) zu p*(A) fiir A € R?
Wie der folgende Satz von Caratheodory zeigt, die Antwort zu 1) ist positiv und p*|r = ulgr, falls p ein

Pramaf ist.

Satz 4.3 (Fortsetzungssatz von Caratheodory) Sei R C P(X) ein Ring. Jedes Pramaf p: R — [0, o0
kann zu einem Maf 1 fortgesetzt werden, wie folgt:

Jedes A € R ist p*-messbar, d.h. R C M-, mit x* aus Satz 4.1 und

plr = plr. (3)
Aufserdem ist i := p*|r ein Mak auf o(R).
Beweis. Falls (3) und R C M- gelten, dann ist & ein Maf auf o(R), weil p* ein Mafs auf M, ist (nach Satz

4.2) und o(R) C M, (da R C M,-; siche den Anfang vom Beweis von Satz 2.2). Es bleiben lediglich zwei
Aussagen zu beweisen:

(1) p*(A) = u(A) fur alle A e R
(2) R C M,-

Zu (1). Sei A € R. Dann ist

o0

pr(A) =inf ¢ > u(E)): (B;) cR,AC | E;

Jj=1 Jj=1

Da A C E, fir E1 = A, ist
W (A) < u(A).

Zu zeigen beliebt also p*(A) > u(A). Ist p*(A) = oo, so ist dies trivial. Sei also p*(A) < co. Dann gibt
es eine Folge (E;); C R mit A C J;2, Ej. Es ist

A=AN GEJ- = G(AﬁEj).
j=1

Jj=1

Nach Lemma 3.1 (iv) ist u o-subadditiv, also
wA) <D AN E;) <> u(E)).
j=1 j=1

Nach dem Ubergang zur Infimumbildung gemif der Definition des duReren Mafes folgt:

H(A) < i (A).
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Zu (2). Sei A € R und @ C X beliebig. Wir zeigen

p(Q) = p*(QNA) + p*(Q N A°).

Die umgekehrte Ungleichung gilt wegen der Subadditivitét von jedem dufseren Mafs.

Fiir u*(Q) = oo ist dies trivial. Sei also p*(Q) < oco. Dann gibt es eine Uberdeckung von Q mit
(Ej)j CRund Q C UJOO=1 E;. Dann ist

8

QnAc | |JE GEQA
j=1 j=1

und

QnA°c GEj NA° = G(EijC).
| h

Also kann sowohl @ N A als auch @ N A° mit Folgen von Mengen aus R {iberdeckt werden. Also ist:

Wegen E; = (E; NA) U (E; N A°) ist
pHQNA) +p QN A <Y (B NA) +u(B; NAY)) =Y u(Ey),
j=1

wobei die letzte Gleichheit aus der (endlichen)Additivitét folgt.
Die Infimumbildung (iiber Folgen (E;);) auf beiden Seiten liefert die Behauptung.

O

Im Folgenden wird der Frage nach der Eindeutigkeit der Fortsetzung eines Pramafses zu einem Mafs nachge-
gangen.

Beispiel 4.7 Sei X eine beliebige iiberabzihlbare Menge, R C P(X) sei wie folgt erklart:
R :={A € P(X): A endlich}

w:R —=[0,00], p(A)=0VAER
Offenbar ist u ein Pramaf. Es ist

c(R)={A € P(X): A oder A° hichstens abzihlbar} .
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Nach Satz 4.3 ldsst sich p zu einem Maf auf o(R) fortsetzen. Es ist
oo o
p(A) =inf § > u(Ey) : (B;) cR.AC | JE;
j=1 j=1
Falls A nicht durch (E}); {iberdeckbar ist, ist
w*(A) = co.
fo:= p*|a,,. ist ein Maf auf o(R). Es gilt

H(A) = 0 A hochstens abzihlbar,
H oo A {iberabzdhlbar.

0 A hochstens abzahlbar,
r A iiberabzéhlbar,

Mafse, die p fortsetzen.

Bemerkung: Die Existenz von iiberabzdhlbaren Mengen A1, Ay € 0(R) mit A;N Ay = () wiirde die Additivitét
verletzen (r # 2r). Dafiir miissten aber A§, AS abzihlbar sein und aus A; N Ay = § folgt A C AS, d.h. Ay
kann nicht iiberabzahlbar sein.

Definition 4.8 Eine Mengenfunktion 4 : S — [0, 00] auf Mengensystem S C P(X) heifit g-endlich, wenn es
eine aufsteigende Folge (4;); C S gibt, d.h. A} C Az C ..., mit u(A4;) < oo fiir alle j und J72, 4; = X.

Beispiel 4.9 (i) Sei F* C P(R") der Ring der Figuren, g = A" : F™* — [0, o0] ist o-additiv und o-endlich.
Beweis. Seien A; = (—j,5]". Es ist R" = [J;2, Aj und A\"(4;) = (24)" < oc. O
(ii) p: R — [0, 00] in Beispiel 4.7 ist o-endlich, da X = U;A; mit A; € R unmdglich ist.

Beispiel 4.10 Ist p : A — [0,00) ein Mafs, d.h. p(A) < oo fiir alle A € A. Dann heifit p endlich. Jedes
endliche Maf ist o-endlich.

Ziel: Wir werden jetzt zeigen, dass fiir o-endliches i die Fortsetzung zu einem Mafs 1 gemafs Satz 4.3 eindeutig
ist.

Satz 4.4 (Eindeutigkeit der Fortsetzung zum Maf) Sei R C P(X) ein Ring und px : R — [0, 00] ein
o—endliches Pramaf. Falls (X, A’, 1) ein Mafraum ist, R C A" C M- und p'|g = p, dann

po= |
Beweis. Erinnerung: Fiir A C X ist u*(A) = inf{Z?il w(E;) : (Ej); CR,ACUZ Ej}
1) Sei A€ A" und (Ej;); C R mit A C U2, Ej. Aus
o—Subadd. V=
WA < (B < Y W(E)TET Y wEy)
J

J
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folgt durch die Infimumbildung tiber die Folgen (E;);:

' (A) < p*(A).
Falls es keine Folge (E;); C R mit A C U2, F; gibt, dann ist p* (A) = oo und die Ungleichung folgt
trivialerweise.
Also p/ < p* auf A’
2) Wir zeigen jetzt p' > u* auf A’.
Sei A € A beliebig. Wihle (A;); C R paarweise disjunkt mit p(A;) < oo fiir alle j und mit X = U, A;.
Dies ist moglich wegen der o-Endlichkeit von p. (A;); C R kann paarweise disjunkt gewéhlt werden
durch den iiblichen Trick A; ~ A; \ U/_| A;.
Wir haben A; N A, A;\ A€ A, (da A’ eine Algebra ist). Dann folgt aus Schritt 1)

W(4;1A) < (450 A), )
WA\ A) < (45 A). =)
Aufserdem,
) MaR "lrR=p=p"r . 0 MaB auf M«
i (A VA) 4 g (A \ AP (A TTE R A TS pe (A NA) + (A \ A).

Da p/(A;) = u(A;) < oo, folgt daraus mit Hilfe von (*) und (**), dass
(A0 A) = g (A1 A) (und @/(A;\ A) = p*(A; \ A)).
Also
N * MaR auf M« DA’
WA= (A0 A) = prA4;nAa" TS u

J J

(Uj (45 N A)) = p*(A).

O

Korollar 4.5 Sei R C P(X) ein Ring und g : R — [0,00] ein o-endliches Prdmaf. Dann ist die dort
konstruierte Fortsetzung pi aus Satz 4.3 von u zu einem Mak auf o(R) die einzig mogliche Fortsetzung von
zu einem Maf auf o(R).

Anwendung: Lebesgue-Malfs

Es ist bekannt:

F& = Gn, also jede Figur kann als endliche Vereinigung disjunkter Intervalle dargestellt werden.
A" 1 F™ — [0, 00] ist o-endliches Pramafs, wobei A\"([a,b)) = II"_, (b; — a;).
Die Abbildung

(A")*(A) := inf Z A"(I;) : I, ist ein Intervall fiir jedes j, A C U I
j=1

=inf ¢ Y AN(E;): (Ej) c G AcC | JE;

Jj=1 Jj=1
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(mit (A™)*(A) := oo, falls es keine solche Folge (E;); gibt) ist ein duferes Maf auf P(R™) und ein Maf§
auf M(yn)-, also auch auf B(R").

Definition 4.11 (\")*-messbare Teilmengen von R”, d.h. Mengen in Myn)-, heifien Lebesgue-messbar.

Bemerkung: Es gilt, dass B(R") C Myny«, d.h. es gibt Lebesgue-messbar Mengen, die keine Borlemengen
sind. Beispiele werden hier aber nicht konstruiert.

Nach (a)-(d) und Korollar 4.5, folgt: Es gibt genau ein Maf A% auf B,,(R?), das Intervallen ihren Jordan-Inhalt

zuordnet.

Definition 4.12 Das Maf (A")*(A)|a,n,. heift das Lebesgue-Ma. Das Maf (A")*(A)[prn) heikt das
Borel-Lebesgue-Maf. Oft werden beide einfach mit A™ oder A bezeichnet.

Frage: Sei p: R — [0, 00] ein Pradmaf auf dem Ring R und p* das zugehorige duere Mafl. Wir wissen aus
Satz 4.3, dass (X, M+, u*|n,.) und (X, 0(R), u*|5(r) Makrdume sind und o(R) C M,,-. Wieviel grofer ist
aber M+ als o(R)? Die Antwort ist: nicht viel grofer falls p ein o-endliches Prémaf ist, siehe Satz 4.6.

Definition 4.13 Ein Maf u : A — [0, 00] (A o-Algebra) heifit vollstindig, wenn fiir jedes A € A mit u(A4) =0
(u-Nullmenge) auch jede Teilmenge von A zu A gehort (und damit auch das Maf 0 haben). (X, A, ) heifit
dann ein vollstindiger Mafiraum.

Beispiel 4.14 Ist ;o : P(X) — [0, 00] ein dufieres Maf, dann ist p : M,, — [0, c0] ein vollstandiges MaR.
Um dies zu zeigen, sei N € M, mit u(N) = 0und N C N. Zu zeigen ist N € M,,, d.h. 1(Q) > pu(QNN)+u(QNN®)

fiir alle @ € P(X). (Die andere Ungleichung gilt wegen der Subadditivitét.) Es ist ,u(ﬁ) < pu(N) =0, d.h.
#(N) = 0. Dann ist
w@NN) +pQNN) < u(Q)
——
=0

und zwar fiir alle @ € P(X).

Definition 4.15 Sei (X, A, p) ein Mafraumm, N :={A C X : u(A) = 0} das System der Nullmengen und
A:={AUN:Ae A N € N}. Dann heit

i A— 10,00, i(AUN) = pu(A) VA€ AN e N

die Vervollstdndigung von .

Bemerkung 4.16 Die Vervollsténdigung p ist offensichtlich vollstdndig und sie ist die vollsténdige Fortset-
zung von y mit minimalem Definitionsbereich.

Satz 4.6 Sei p: R — [0, 00] ein o-endliches Pramaf auf dem Ring R und p* das duflere Maf zu p. Dann ist

—~

#*|m,. die Vervollstindigung von p*[,(r), d.h. 0(R) = M.

— —_—

Beweis. M, ist vollstédndig, also muss o(R) C M. Zu zeigen bleibt o(R) D M.

1. Sei B € M, mit y*(B) < co. Zu zeigen ist B € o(R).
Fiir alle n € N gibt es (A4,,); C R mit U;jAn; D B, > u(An;) < p*(B) + L. Sei jetzt A=, U; A,,.

Esist A€ o(R). Da B C A, gilt u*(B) < p*(A) < p*(B) + 2 fiir alle n € N. Also p*(B) = p*(A).
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Nun wenden wir oberes Argument auf A\ B statt B an (mit A, B wie oben). Dann gibt es also ein
C €0(R), sodass A\ B C C und p*(A\ B) = p*(C). Wir haben also (da B C A)

Wegen B C A, A\ B C Cgilt B=(A\C)U(BNC), d.h. B hat die Form DUN mit D € ¢(R),N € N.
Also B € o(R).

2. Sei jetzt B € M~ beliebig.
 ist o-endlich, also gibt es ein (E;); C R, sodass U;E; = X, u(E;) < oo fiir alle j. Nach Schritt 1 ist
BNE; €o(R) fiir alle j. Da 0(R) eine o-Algebra ist, gilt B =U;(BN E;) € o(R).

[
Beispiel 4.17 Das Lebesgue-Maf A"[y ... ist die Vervollstindigung des Borel-Lebesgue-Makes A" |5(rn).

Satz 4.7 (Translationsinvarianz) Das Borel-Lebesgue-Mafs A" : B(R™) — [0, oo] ist translationsinvariant,
d.h. fiir alle A € B(R™) und alle z € R"

Az + A) = A" (A).
Beweis. Wir wissen, dass mit A € B(R™) auch = + A € B(R") ist. Sei u, : B(R™) — [0, o0] wie folgt erklart:
a(A) = N (z + A)

fiir alle A € B(R™). Dann ist u, : B(R™) — [0, 00] ein Mak. Da p,(I) = A"(x + I) = A\"*(]) fiir alle Intervalle,
ist p, = A" auf F". Nach Korollar 4.5 ist u, = A" auf B(R") = o(F™). O

Satz 4.8 Ist p: B(R™) — [0, o0] ein translationsinvariantes Mafs mit
p((0,1]") =: € < oo,

dann gilt: p = CA".

Beweis. Wir zeigen erst p = CA™ fiir Wiirfeln in (0, 1]™.

Sel m e ]N. Betrachle
Wm:_— Il kl ,kl '.k,...,kne{:l,...,m}
m m

i=1

Es ist Wi, die Menge der disjunkten Wiirfel mit Kantenldngen % in (0,1].
Da p translationsinvariant ist, folgt u(W) = C,, < C fiir alle W € W,,,. Das Lebesgue-Mafl A" von W ist

n _ 1 "
v = (1)
Da p additiv ist und (0,1]" = Uy, W, ist
p(01 = 3 pW)

WeW’VYL

=m"C,,.
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Also ist p(W) = C (L) = CAm(W).

mn

Die Behauptung ist also gezeigt fiir alle W € W,,.

Jetzt betrachten wir verschobene Wiirfeln. Fiir m € IN betrachte nun
1
Vi i= {(a,b] eIJR") :b;—a; = E’i: 1,...,n}.

Jedes Element von V,, erhilt man durch Translation von Elementen aus W,,. Also ist fiir alle V' € V,,,:

p(V) = p(W) = CA"(W) = CA*(V).

Im letzten Schritt zeigen wir g = CA™ auf B(R™).

Betrachte die Menge J(Q?) der halboffenen Intervalle mit rationalen Endpunkten. Jedes Element I aus
J(Qm) ldsst sich als disjunkte Vereinigung von Elementen V},j = 1,2, ... aus V,, fiir ein kleines m darstellen.
Also ist fiir alle I € J(Q™):

p(d) =D u(Vy) =D A"(V;) = CA™(D).
J J
Weiterhin gilt, dass J(Q™) die Borelsche o-Algebra B(R") erzeugt. Da p o-endlich auf J(Q™) ist, folgt mit
Korollar 4.5 = CA™ auf B(R"). O
Korollar 4.9 Das Lebesgue-Maf A" ist das einzige translationsinvariante Mafs p mit
u((0,1]7) = 1.

Satz 4.10 (Approximationssatz fiir das Lebesgue-Mafl () := An)) Fiir jedes A € M, gilt

(i) MA) =inf {\O): AC O,0 offen},

(ii)) A(A) =sup{\K): K C A, K kompakt} .

Bemerkung 4.18 Es gilt also auch A\(A) = sup {\(K) : K C A, K abgeschlossen}, da kompakte Mengen
abgeschlossen sind. Die Ungleichung > gilt nach der Monotonie.

Beweis. Erinnerung:

A(A) = inf{> _ A(;)halboff. Intervalle in R", A C U,1;}.
J

(i) Da A C O ist, ist A(A) < A(O) fiir alle O mit A C O. Also gilt < in (i).

Nun zeigen wir, dass auch > gilt. Fiir A(4) = oo ist dies trivial. Sei also A(A4) < occ.
Nach Definition von A, gibt es (;); halboffene Intervalle mit

sodass zu jedem ¢ > 0 gilt:



(i)

Also
A(A) 4 2¢ > inf {A\(O) : A C O, O offen}.

Da dies fiir beliebiges € > 0 gilt, sind wir fertig.

Sei A € By(R™) und K C A kompakt. Dann ist fiir alle K C A.
AMEK) < A(A).

Also ist

sup MK) < A(A).
KCA

Nun zeigen wir < in (ii).

Sei erst zusétzlich A beschrénkt. Dann gibt es ein B,.(0) mit

A C B,(0).

Sei € > 0 beliebig fest. Nach (i) gibt es eine offene Menge O mit

B,(0)\ A C O und A (BT(O) \ A) te>A\0).
Sei nun K := B,(0)\ O. Es ist K kompakt und K C A. Weiterhin ist A(4) = AM(A\ K) + A\(K). Ferner
gilt, dass

(A\K) U (B:(0)\ 4) C O.
Also ist A(A\ K) + A(B-(0) \ A) < A4(O). Nun schitzen wir ab:

AMAN\K) < MO) = AB,(0)\ 4) < e.

Damit ist A(A) < A(K) +e.
Zwischenergebis: Zu beliebigem € > 0 gibt es ein kompaktes K, sodass K. C A und A(A) < A(K.) +¢€.

Sei g5 = % mit j € IN und K; C A kompakt. Dann ist

AA) < ME;) + %

Durch Ubergang zum Supremum ist die Behauptung fiir beschrinkte A gezeigt.
Sei nun A C By(R") beliebig. Setze

Bj:={reR": [z <j}

Es ist (J; Bj = R". Definiere nun
Aj = AN Bj.

Es sind A; beschriankt und A; C A. Nach den vorherigen Betrachtungen gibt es kompakte Mengen K
Wegen A(A4,) = A4, \ K;) + A\(K;) gilt:
1

Es ist fiir alle j: A; C Aj41 und

G A=A
j=1
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Mit der Stetigkeitseigenschaft des Mafes ist

A(A) = lim A(4))

j—o0
= lim A(Kj).
j—o0
Das heifit zu beliebigem € > 0 existiert ein jo(¢) mit
IA(A) = A(K)[ > ¢

fiir alle 7 > jo(¢). Damit ist

Damit folgt die Behauptung.

5 Messbare Funktionen

Das Hauptziel der Definition von messbaren Funktionen ist spéter integrieren zu kénnen. Wir schauen uns

als Motivation den Unterschied von (uns schon bekanntem) Riemann-Integral und dem Lebesgue-Integral
(welches spéter im Allgemeinen definiert wird) auf einem beschrénkten Intervall [a,b] C R.

Fiir das Riemann-Integral zerlegt man die Abszissenachse, d.h. man wéhlt eine Zerlegung Z := (mj);_\/:() mit

a =129 <z <---<zy =b. und definiert mit Hilfe der Obersumme O(f, Z) := Zévzl(xj—xj,l) SUPge(z,_y,2,] f (%)

und der Untersumme U(f, Z) := Z;yzl(xj —xj-1)infocle; , 2, f(7) das Oberintegral
e
/a fla)dz = z Zerleg&ﬂgf von [a,b] o(f.2)
und das Unterintegral
/bf(x)dx = sup U(f,2).
a Z Zerlegung von [a,b]

Falls f:f(x) dz = T:f(x) dz, dann nennt man f Riemann-integrierbar und definiert f: flz)dz := f;f(x) dz.
Fiir das Lebesgue-Integral wird die Ordinatenachse zerlegt. Sie etwa f([a,b]) = [m, M| mit m, M € R. Wir

wéhlen eine Zerlegung Y := (yj)j-vzo mit m=yp <y1 <--- <yny = M. Fiir jedes Teilintervall definieren wir

Aj := f~y;,y;41] dessen Urbild. Die Obersumme und Untersumme sind jetzt Or(f,Y) := Zjvzl yiA(A;),

Ur(f,Y):= Z;VZI yj+1A(A;). Notig ist hier die Voraussetzung, dass alle A; Lebesgue-messbar sind. Falls
sup UL(f7 Y) = inf OL (fa Y)a

Y Zerlegung von [m,M] Y Zerlegung von [m,M]

dann heift f Lebesgue-integrierbar und man definiert f[a w (z) AN(z) := SUDy Zertegung von [m,m] UL(f,Y)-
Anders geschrieben ist (fiir f > 0) das Lebesgue-Integral

f(z)dA(x) = sup { ¥(x) dA(x) : ¢ Treppenfunktion, 0 < < f} ,

la,b] [a,b]
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wobei fiir eine Treppenfunktion 9 (x) = Zjvzl a;jxB,;(z) das Lebesgue-Integral als

N
P(@) dA(@) ==Y a;A(B;)
j=1

[a,b]

definiert wird. Diese Schreibweise erlaubt ndmlich eine Verallgemeinerung des Integrals zu anderen Mafen
und andern Integrationsbereichen (Mengen aus allgemeinen o-Algebren).

Definition 5.1 Sei X # (), A C P(X) eine o-Algebra. Dann heifit das Paar (X, .A) messbarer Raum

Definition 5.2 Seien (X7, .4;) und (X3, A2) messbare Rdume und T : X; — X5 eine Abbildung. T heifit
messbar (A;-As-messbar) falls
T B)={zcX,:T(x) e ByC A

fiir alle B € Ay gilt (d.h. T71(As) C Ay).

Im Spezialfall (X2, A2) = (R™, Bp(R™)) heifit eine A;-B(R™)-messbare Funktion auch eine Borel-messbare
Funktion.

Lemma 5.1 Seien (X, A;) messbare Rdume (i = 1,2, 3).
(a) T:X; — Xy ist genau dann messbar, wenn aus Ay = o(€) folgt T~1(B) € Ay, fiir alle B € £ ist.
(b) Sind T3 : X7 — Xo und T3 : X3 — X3 messbare Abbildungen, so ist
TyoT): X; — Xs
ebenfalls messbar.

(c) Stetige Abbildungen T : R™ — R™ sind beziiglich der Borelschen o-Algebren in R™ und R™ messbar.

(d) Sei w; : R™ — R die Projektionen definiert durch
Tj X Zj.

Dann ist T': X; — R" genau dann Borel-messbar, wenn alle Projektionen m; o T : X; — R messbar
sind.

(e) Eine Funktion f: X — R ist genau dann Borel-messbar, wenn
Y (=o0,7]) € A1 Vr €R.
Beweis. (a) Sei Az = o(€) und T~(B) € A; fiir alle B € £. Definiere folgende Menge
B:={BeA,: T '(B) € A}.

Es ist £ C B C As. Zu zeigen ist nur, dass B eine o-Algebra ist. Dies ist einfaches Nachrechnen und
bleibt dem Leser tiberlassen. Dann folgt Ay = o(€) C B. Also

B=As,.
Fiir die Richtung = ist nur zu bemerken, dass £ C As.

(b) Nachrechnen.
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(c) Folgt aus (a), da B(R?) von den offenen Mengen erzeugt wird und fiir stetige Funktionen die Urbilder
von offenen Mengen offen sind.

(d) Es sind m; : R* — R stetig. Sei T : X; — R"™ Borel-messbar. Dann ist nach (¢) 70T : X1 = R
messbar.

Umkehrung: Seien 7; o T : X; — R Borel-messbar fiir j = 1,...,n und

B := (a1, B1] x (a2, f2] X ... X (o, Bn]

ein Intervall in R™. Dann ist B darstellbar wie folgt:

Dann ist

wobe der letzte Schritt aus der Messbarkeit von 7; o 7" und dem, dass A; eine o-Algebra ist, folgt. Da
Intervalle B(R™) erzeugen, folgt die Behauptung nach (a).

(e) folgt sofort aus (a).

Beispiel 5.3 Sei A eine Menge.

() 1 z€A
x) =
xa 0 sonst

heifit die charakteristische Funktion der Menge A.

Betrachte x4 : X — R, wobei (X,.A) ein messbarer Raum ist. Der zugehorige messbare Raum fiir die
Bildmenge ist (R, B(R)).

Wir behaupten: Genau dann ist x4 messbar, wenn A € A liegt.

Um dies nachzuweisen untersuchen wir das Urbild von beliebigem Intervall (—oo,r],r € R.

X r>1
Xa (oo, 7)) =S A° 0<r<1.
P r<o

Fiir “=” sei also y4 messbar. Dann ist x,'((—o0,7]) € A fiir alle . Insbesondere ist also A° € A. Damit
auch A € A.

Fiir “<” folgt aus A € A auch A° € A. X, € A gilt automatisch. Also ist nach nach Lemma 5.1 (a) die
Funktion y 4 messbar.
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Beispiel 5.4 Seien (X;,.4;) und (X3, .A3) zwei messbare Rdume und T : X; — X5 mit
Tr =ce Xs.

Sei B € A,. Dann ist

T_l(B)— X, fallsce B,
10 sonst.

Also ist T' A;-As-messbar.
Beispiel 5.5 Sei g € R"™ fest, T : R™ — R" eine Translation, also
Tx :=x— xgp.

Es ist T71(A) = 29 + A. T ist messbar, da T stetig ist.
Beispiel 5.6 Sei f : X — R™ messbar. Dann ist ||f||;» : X — R messbar, da || - ||;» : X — R stetig ist.
Satz 5.2 Sei (X, .A) ein messbarer Raum und f,g: X — R messbar. Dann gilt

i) f+g

(ii) fg
(iii) max{f, g}
(iv) min{f, g}
(v) F* = max {f,0}
(vi) ]

) af
(vii)  fiir f #0

(vii

o

sind messbar.
Insbesondere ist

M:={f:X — R: f messbar}

ein Vektorraum.

Beweis. Verwende Lemma 5.1. Genau dann ist 7' : X — R"™ messbar, wenn 7; o T : X — R messbar ist fiir
alle j € {1,...,n}. Sei jetzt T wie folgt erklart:

Ta:= (f(z), g(x)) € R,

Da f, g messbar sind, ist auch T messbar (genauer B(R) — B(R?)-messbar), denn

(m o T)(x) = f(z)
(me 0 T)(x) = g(x).

Auf diesen Fall lassen sich alle obigen Regeln zuriickfithren. Zum Beispiel bei (i) ist f + g = S o T, wobei
S :R? = R,z + x + x5 stetig ist, sodass S o T messbar ist. O
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Von nun an benutze folgende Konvention:

e (peX: f@) <rh={f <7}
e {reX:f(zx)eB}={feB}
e {freX:flx)=yg()} =A{f =9}
Wir betrachten nun die erweiterte reelle Zahlengerade R := R U {—00, 0o}. Es ist
Bo(R):={AUE: ACR,A € By(R),E C {—00,00}}
Man zeige: B(R) ist eine o-Algebra auf R. Ein erzeugender System & von B(R) ist zum Beispiel:
E :={[-o0,r]: 7 €R}.

Lemma 5.3 Sei (X, A) ein messbarer Raum. Eine Funktion f : X — R ist genau dann messbar, wenn fiir
alle r € R gilt:
fFH[=o0,7]) ={-00 < f <71} €A

Beweis. Nach 5.1a) ist f genau dann A—B(RR)-messbar, wenn f~1(B) € A fiir alle B € £, wobei B(R) = o(&).
O

Folgende Rechenregeln seien in R festgehalten:

e a+ 00 := *Foo fiir alle a € R,

e +00 1 00 = F00,

e a— (£00) := Foo fiir alle a € R,

e - (+o0) := £oo fiir alle 0 < a < oo,

e 0-(£o0):=01

Nicht definiert ist oo — oco. Deswegen ist a + b = a + ¢ dquivalent zu b = ¢ nur, falls a # +oo.

Satz 5.4 Sei (f,,), eine Folge, f,, : X — R messbar fiir alle n (hierbei sei (X, .A) ein messbarer Raum). Dann
sind folgende punktweise erkldrten Funktionen ebenfalls messbar:

® sup fn,
e inf f,,

e limsup fp,

liminf f,,

e lim f,, falls der Grenzwert existiert.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass s := sup f,, messbar ist, alles andere lidsst sich daraus ableiten (z.B.

inf,, f : n = —sup,(—fn)), limsup,, f,, = inf, supy>,, fr).
Sei also s(x) = sup,, fn(z). Es ist

57 ([—00,1]) = {—00 < s < 7}
=(({-o<fa<ricA
" €A
Damit ist s = sup,, f,, messbar nach Lemma 5.1 (a). O

Definition 5.7 Sei (X, .A) ein messbarer Raum. Eine Treppenfunktion f : X — R ist eine messbare Funktion,
die nur endlich viele Werte annimmt, d.h. f(X) = {aq,...,an}.

Beispiel 5.8 Sei f: R — R mit

1 0<x<1
3
2 1l<ax<?2
) =142 -
fle) 3 2<z<3
0 sonst

Es ist

3 1
J=Xo+ oXa2 t X3

1
= X(0,2] T 5 X(13])
d.h. die Dasrtellung einer Treppenfunktion ist nicht eindeutig.

Korollar 5.5 Jede Treppenfunktion f: X — R l4sst sich in der Form

n
f = Z QX A;
i=1
darstellen, wobei aj, ..., «a, die verschiedenen Werte von f sind und
Ai:{f:ai}EA7

wobei (A;); paarweise disjunkte Mengen sind mit

Diese Darstellung nennen wir kanonische Darstellung von f.

Wir werden Treppenfunktionen vor allem fiir die Approximation von messbaren Funktionen benutzen. Die
Definition eines Integrals ist besonders einfach fiir Treppenfunktionen. Fiir messbare Funktionen wird dann
das Integral mit Hilfe der Approximation durch Treppenfunktionen definiert.

Satz 5.6 Sei (X,.A) ein messbarer Raum.

(a) Sei f: X — [0, 00] messbar. Dann gibt es eine Folge (f,), von Treppenfunktionen mit der Eigenschaft
0<fi<fo<...

und lim,,—, fn(z) = f(z) fir alle z € X.
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(b) Jede messbare Funktion f ist punktweiser Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen.

(c) Ist f eine beschrinkte messbare Funktion, dann gibt es eine gleichméfig konvergente Folge von Trep-
penfunktionen, die gegen f konvergiert.

Beweis. (a) Sei n € N beliebig fest. Wir zerlegen das Intervall [0,n) in Teilintervalle der Léinge 5

T A |
[0,n) = U2, [Qn, on >

Bilde folgende Mengen:

Ar = <[;ﬂ’;1>> 0<i<n2—1,
B" := 7' ([n,q]).

Definiere nun folgende Treppenfunktion

Dann lésst sich f,, darstellen als

Damit ist 0 < f,,(z) < f(z) und
fl@) = fu(z) < 2% fiir alle 2 € U; AT = f1([0,n)).
Daraus folgt:

Falls x € X mit f(z) < oo, ist fp(xr) — f(z). Falls x € X mit f(z) = oo, so ist fp(xr) — oco. Falls
f(z) < m fiir alle z, so ist fiir alle n > m und alle z € X:

1
0= flz) = fale) < 5
Also konvergiert f,, gleichméfig.
Nun zeigen wir die Monotonie. Es ist

) 1+ 1
AT = <

27 21+1 2141 21+ 2
{W§f<w}u{wﬁf< it }

Damit ist fy,(z) < fny1(z) fiir alle z € AP und auch alle z € U?j;_lA?. Offenbar gilt auch f,(z) < fr+1(x)
fiir alle x € B™.

(b) Esist f = f* — f~. Dann folgt die Behauptung mit (a).
(c) Folgt aus (a) und (b).
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6 Integrierbare Funktionen

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum, d.h. (X, A) ist ein messbarer Raum und u : A — [0, o0] ein Maf. Unser Ziel ist
die Konstruktion einer Integrationstheorie fiir messbare Funktionen.

Definition 6.1 (u-Integral fiir nichtnegative Treppenfunktionen) Sei g = Z?:l a;jx4, eine nichtne-
gative Treppenfunktion auf (X, A, ), d.h. o; > 0, 4; € A fiir alle j.

/ gdu =Y a;u(4;)
X =

heifit das p-Integral von g iiber X. (wobei die Konvention 0 - co = 0 zu beachten ist)

Fiur F € A ist

/Egd/i =Y aju(4;NE)

j=1

das p-Integral von g liber E.

Bemerkung 6.2 Fiir zwei Darstellungen

9=>_ajxa, = Brxs,
j=1 k=1
mit A;, By, € A fiir alle j, k gilt
D ayu(Ay) =Y Brn(Br),
=1 k=1

sieche Lemma IV.1.1 in [1].

Deswegen ist die Definition von [, gdu und [, gdp fiir eine fiir nichtegative Treppenfunktion g unabhéngig
von der Darstellung von g.

Lemma 6.1 Seien g und h nichtnegative Treppenfunktionen auf (X, A, 1) und E € A. Dann gilt

a) v:A— (0,00, E [, gdu definiert ein MaR auf A.

(

(b) Jpgdp+ [phdu= [4(g+h)dp
(c) Aus h > g folgt [, hdp > [, gdp.
(d) Sei @ > 0. Dann ist

)
)
)
)

[E(Ozg)du=a/Egdu-

Beweis. Wir konnen voraussetzen, dass g = 2?21 ajxa, und h =" | Brxp, in ihren kanonischen Darstel-
lung sind, d.h. (A4;); und (By)s sind paarweise disjunkt.
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(a) Esist v(0) = 0. Als niichstes zeigen wir die o-Additivitéit. Sei E = (Jr, Ex, (Ex)r, paarweise disjunkt.
Dann ist

v(E) = /Egdu

=Y au(4;NE)

j=1

e (U=))

(b) O.b.d.A.sei UT_;Aj = X,UL; By = X. Sonst definiert man, z.B., g als Null auf X \ U7_; A; =: A, 11
n+1
j=1

Sei Eji, := AjN By N E. Dann ist

und erhilt g = ajxa,; mit a1 =0 und U?LIAJ =X.

/E gdp ="y aip(A; N Er) = azu(Egp),
ik

i=1

weil A; N Eji # 0 nur fiir ¢ = j. Analog
/ hdp = Bru(Ejr)-
E]‘k
Nun ist

e man = o+ BouEs).

gk
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Esist (J;,, Ejx = E. Also folgt

(c) Es ist

(d) ist klar.

/E(g+h)du=/ (9+h)du

Uj‘k Ejk
(2) %;/Ejk(g—&-h)du
= (o + Br)u(Ej)
ik

= Z(aj,u(Ejk) + Bei(Ejk))
.k

— gdu+ hdp
=%,

(a)/Eng+/Ehdu.

/Ehdu:/E((h—g)Jrg)du
b /E(h—g)duﬂL/Egdu
Eo

>0

Z/Qdu.
E

O

Definition 6.3 (u-Integral von nichtnegativen messbaren Funktionen) Sei (X, A, 1) ein Mafraum,
f: X — [0, 00] eine messbare Funktion uund E € A. Dann heifst

/ fdp:=sup {/ gdp : g nichtnegative Treppenfunktionen, 0 < g < f} € [0, <]
E E

Integral von f iiber E beziiglich des Mafes pu.

Hinweis 6.4 Ist speziell f eine nichtnegative messbare Treppenfunktion, dann stimmt das Integral aus
Definition 6.3 mit dem Integral aus Definition 6.1 {iberein.

Lemma 6.2 Seien f,g: X — [0, 00] messbar und E, F € A.
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Beweis. Wir zeigen die Aussagen erst fiir nichtnegative Treppenfunktionen und dann gehen wir zum Supre-
mum riiber.

(a) Seien f, g nichtnegative Treppenfunktionen mit
0< fle <gle.
Sei f=37_) ajxa; und g =371, Brxp, (mit E C U;A;, E C UpBy). Dann ist
n m
F=3"0a;> xanz,
j=1 k=1

m n
9= Bk Y_Xa,nB,-
-1 =1

Damit ist
/ fdu=>"> " a;u(A;N By NE)
E j=1k=1
[ odn=3">"pun(a;n B0 E)
E k=1 j=1

Falls A; N By NE # 0, ist oj < f). Damit ist

/Efdus/Egdu.

Rest: Ubung!

Lemma 6.3 Sei f: X — [0, 00] messbar. Dann gilt
/deu=0 = p({f >0} =0,
Beweis. Setze A:={f >0} und A, :={f > 1} Dann ist

Ay CcAsC ... UAi:A
=1

und f > %XAn-
Sei erst [ fdpu = 0. Dann ist

1
OS/fXAndug/fduzo Vn € N.
xn X

Also ist [ xa, dp = 0. Damit ist p(Ay) = 0 fiir alle n. Damit ist

u(A) =0.
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Sei nun p(A) = 0. Es ist f < 0o - x4 und deshalb

/OO'XAdNZ/fdM-
X X

Da die linke Seite gleich co - u(A) =0, gilt [, fdu = 0. O

Satz 6.4 (Satz von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi)) Sei (X, A, 1) ein Makraum, f : X — [0, oo]
und f, : X — [0, oc0] messbare Funktionen fiir alle n € N und sei

<<,

Weiterhin sei

Dann gilt fiir alle F € A
lim fndu = / fdu.

Beweis. Esist 0 < f,, < fr41 < f fiir alle n. Also ist

Aﬁﬂuﬁéﬁwﬂuﬁéf@

und limy, o [ fndp < [}, f dp. Beachte, dass der Limes (in [0, oc]) existiert wegen der Monotonie der Folge.

Es bleibt zu zeigen > im Satz. Es gilt wegen der Monotonie lim,, fE fndp = sup, fE fndpu. Es geniigt
folgendes zu zeigen. Ist g eine Treppenfunktion mit 0 < g < f | soist
<~

:sup’rl f’"-
/ gdp < sup frdu.
E n

Dann gilt dies auch fiir das Supremum iiber solche Funktionen g, also gilt dann | g fdu <sup, fr,du.
Sei ¢ € (0,1) beliebig und F,, :={z € E : f,(z) > cg(x)}. Es ist

E, C Enp1, | JE.=E,

wobei die zweite Relation wegen f > g gilt. Damit ist

su/nwz/nwz/ﬁme/cmWw/gw
n E E E, E, E

n

fiir alle n mit ¢ € (0, 1) beliebig. Damit ist auch

sup/ fndp > / gdu fir alle n.
n FE E

n

Bereits gezeigt ist, dass v : E — || 5 9du ein Maf auf A ist. Also ist wegen der Stetigkeit von unten

lim gdp = lim v(E,) =v(E) :/ gdu.
n E

n—oo E n—oo

= sup/ fndp > lim/ gdu:/gdﬂ.
n JE n—oo [p E
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Lemma 6.5 Sei (X, A, ) ein Makraum, f : X — [0, 00] messbar und F € A. Dann gilt

/fdu /fxEdu

Beweis. Sei erst g eine beliebige Treppenfunktion mit ¢ > 0, d.h. g = > | a;x 4, mit a; > 0, 4; € A fiir

alle 7. Damit ist .
/ gdp = Z%‘M(Ai NE).
E i=1
Es folgt

n
g XE du =/ QX ANE
/X N——" X ; '

=", aixa; XE
n
Z (A; N E).

Alsoist [ gdp = [y g xpdp.
Sei nun f : X — [0,00] messbar. Dann gibt es nichtnegative Treppenfunktionen ¢1 < g2 < ... mit
lim,, 00 gn = f- Nach Anwendung des vorigen und des Satzes von B. Levi, ist dann

/Efdu:/xf-xEdu-

O
Lemma 6.6 Seien f,g: X — [0, 00] messbar und a > 0, « € R. Dann gelten
/ (f+g)dﬂ=/ fdu+/ gdp
b's b's b's
/ afdu = a/ fdu
b's b's
Beweis. Ubung! O

Korollar 6.7 Sei (g, ), eine Folge messbarer Funktionen g,, > 0 fiir alle n. Weiterhin sei

(o) n
9= gr= nli_{gong-
k=1 k=1

Dann ist g : X — [0, cc] ebenfalls messbar und es gilt fiir jedes E € A:

gdp = /gndu.
Jrw=2,

Definition 6.5 Sei (X, A, ) ein Mafraum und f : X — [—00, 00] messbar. Dann heifit f integrierbar (oder
p-integrierbar), wenn f* = max{f,0} und f~ = max {—f,0} endliche Integrale besitzen. Man erklirt dann

/deu:/xf*du—/xf‘du-
/Efdu:/xfxfsdu-
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Bemerkung 6.6 (i) Ist f > 0 messbar, dann ist zunéchst [ fdy stets definiert, aber f ist integrierbar
nur falls [, fdu < oo.

(ii) Fiir f : X — [—o0,00] ist [y f dp definiert nur falls f integrierbar (sOnst ist [ f*dp = [ f~dp =00
moglich und oo — oo ist nicht definiert).

1. f:X — [—o0,00] ist genau dann integrierbar, wenn f messbar und [ [f|du < co.

(iv) Notationen:

dp = d = dz).
/Xf 1 /Xf xu(x) /Xf,u( x)
Ist (X, A, ) = (R,B(R), ), so bezeichne

/Efd/\:/Efdx.

Satz 6.8 Seien f,g: X — R integrierbar und a, 3 € R dann gelten

(a) af + Bg (falls definiert) ist integrierbar und es gilt:

s +pndu=a [ fan+s [ gau

‘/deu‘</xf|du~

(b) Es ist

(c) Ist f >0, s0ist [ fdu>0.

Beachte in (a), dass af (z) + Sg(z) fiir alle z € X definiert werden muss, also darf nicht af(z) = —fg(z) und
|af(z)| = oco.

Beweis. (a) Seien f,g: X — R integrierbar. Dann ist of + 3¢ messbar. Weiter gilt

/ Iaf+69|du§/(\af|+lﬁg|)du
X X

< / Iafldu+/ﬁg\du
X |
—lal [ 1fldu+ 18] [ gldu <o
X
Also ist af + Bg integrierbar. Nun zeigen wir die Linearitit. Dies wird in zwei Schritten gezeigt:

(i) Zu zeigen: [ (f+g)dp= [y fdu+ [y gdp.
Esist f=f"—f~ und g =¢g" — ¢g~. Also ist

fHg=UT=)+ -9 )=(f+9T-(f+9) -

Dies ist dquivalent zu

T+ =+ )=(+9) - (+9)~-
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Jetzt mochten wir zeigen, dass dies auch zu
freg"+(f+9) =+ +f +g° ((*))

dquivalent ist. Bei dieser Umformung miissen wir aber wegen dem moglichen Auftreten von co— oo
aufpassen. Wir haben drei Félle:

1) (F+9)* (@), (F +9) () # o0
Dann ist auch f*(x) + g¥(z) # oo und f~(x) + g~ (x) # oo und es handelt sich um eine
Rechnung in R.

2) (f+g)T(x) = co (dann offenbar (f + g)~ (=
Es folgt f*(z) + g™ (z) = co und f~(z) +
f(x) + g~ () ist also erlaubt.

3) (f+9) (z) = oo ist anlog zu (b).

Die linke und rechte Seiten in (*) sind nichtnegative messbare Funktionen. Also

)=0)
g (x) # oo. Das Addieren von (f + g)~ (z) und

/(f++g++<f+g)‘du=/<f+g)++f‘+g‘du
X X

Dies konnen wir nun auseinanderziehen:

[rtaws [ gtans [ o du= [ grorans [ i [ o an

Alle Integrale sind endlich (teilweise wegen der Integrierbarkeit von f + g). Durch Umstellen folgt

nun
dy = d dp.
/X(f+g)u /Xfqu/Xgﬂ
af =aft —af”.

/onfdu:a/xfdu.

Bleibt zu zeigen, dass [, —fdu = — [, fdp.

Jxafdp=aex fdu:
Sei zunéchst o > 0. Dann ist

Wie in (i) folgt dann

Damit:

/X—fdu=/xf‘du—/xf+du=—/xfdu~

(b) Ubung!

(c) Ubung!

Korollar 6.9 Sei f: X — R integrierbar und F1, B € A mit E; N Es = (). Dann ist

/ElUEQfdu=/Elfdu+/EQfdu
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Beweis. Es ist

[ rau= [ e du
E,UFE> X
=/ f(XE1+XE2)dH=/ fxe, + [xE, du
X X

=/ Ixe, du+/ Ixe, dp
X X

= fdu+ [ fdu
E1 E2

O

Lemma 6.10 Sei (X, A, u1) ein Mafraum und g : X — [0, 00| messbar. v : A — [0, 00] mit v(E) := [, gdu

ist ein Maf auf A.

Beweis. Fiir g > 0 Treppenfunktion ist die Aussage bereits bewiesen.
Sei g > 0 nun beliebig messbar. Zu zeigen: v ist o-additiv.
Sei (Ej;); eine Folge paarweise disjunkter Elemente aus A mit

o0
E= U E;.
i=1
Dann ist .
i=1
Also ist

V(E)=/gdﬂ=/ ngdu=/ > gxe, | du
B X x \i=

Anwendung des Satzes {iber die monotone konvergenz liefert:

v(E) = ; /X gxz, du=">_v(E;).

Jj=1

O

Wir nennen das Maf v aus diesem Lemma das von g erzeugte Maf. Die Frage ist: Was ist das Integral

beziiglich des Mafes v?

Satz 6.11 Sei (X, A, 1) ein Mafraum und g : X — [0,00]. Sei v das von g erzeugte MaR. Sei f : X — R

messbar. Eine Funktion f: X — R ist genau dann v-integrierbar, wenn [ |f|gdu < co. Es gilt dann

/deuz/xfgdu..
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Beweis. Sei nun f > 0 eine Treppenfunktion f = 2?21 ajXE;, aj >0, Ej € Afiir alle j. Dann ist

fdz/:/ a;xg, | dv = a‘/XEjdV
/X X ; I Z ! X

—V(EJ)
=Y a v(E) = Olj/ gdu
=t =[5 gdu =t

Sei nun f > 0 messbar. Dann existiert eine Folge (f,,), von Treppenfunktionen f, > 0, f,+1 > f,. Es ist
/ fndv :/ frngdp.
b's b's

lim fndV:/fdl/
X X

n— oo

Mittels Satz von Beppo Levi gilt

und damit
lim [ fugdp = / fgdu.

/ fdv= / fodu
X X
Sei nun f: X — R messbar. Dann ist f = f* — f~. Nach den vorigen Betrachtungen gilt:
/ frdw =/ frgdu
X X
[ av=[ fgu
X X
f ist v-integrierbar, falls f* und f~ v-integrierbar sind. Damit ist fTg, f~¢ p-integrierbar. Damit ist
[rav=[ srav [ rav=[ srodu- [ fgan
X b'e X X X

:/X(Fff’)gdu:/xfgdu-

Also

Beispiel 6.7 Sei (N, P(IN), u = Zdhlmaf). Also

A| A endlich,
u(A) = {' |
oo sonst.
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Sei f:IN — R (also eine Folge). Zunichst ist f eine P(IN)-B(R)-messbare Funktion. Was ist [, f du?

Sei erst f > 0. Mit den Treppenfunktionen f, := > _, f(E)x{ry wird f approximiert, es gilt f,  f. Die
Folge der f,, ist monoton. Es ist

/]andMZ/]N;f(k)X{k}dﬂ

= fRu(ky =D f(k).
k=1 k=1
Da die Folge monoton ist, konnen wir Beppo Levi anwenden. Damit ist
lim fondu= / fdp.
Also ist

[ ran=3" 1.
N k=1

Also ist f > 0 genau dann p-integrierbar, wenn > -, f(k) < cc.

Dieses Verfahren kann analog zu den vorigen Beweisen auf beliebige Funktionen f : IN — R, indem man
f=fT—f" mit f* > 0schreibt. f ist genau dann p-integrierbar, wenn Y ;= | f (k) < oo, und Y7, f~ (k) < oo,
d.h. Y002 [F(k)| < oo

Beispiel 6.8 Sei (X, A, d,) ein Mafraum, §, das Dirac-Maf. Sei f : X — R messbar. Frage: wasist [, fdd,?

Sei erst f > 0 messbar. Wir wihlen wieder eine approximierende monotone Folge von Treppenfunktionen

(fn)n mit f, /! fifa= E;nznl O(;'n)XEgn)-

Mn

/ fodd, = / Y oy di, =Y a6, (EM) = al” = f(a),
X X j=1 ’ j=1
wobel x € Ei(n). Durch die Anwendung vom Satz von B. Levi ist
/ fdé, =lim f,(z) = f(x).
X n

Analog zu obigen Beweisen ist schlussendlich fiir beliebige f : X — R messbar:

/de(sxzf(a:).

6.1 Fast iiberall bestehende Eigenschaften

Erinnerung: Sei (X, A, p) ein Mafraum. Ist N € A mit pu(N) = 0, dann heifit jede Teilmenge von N eine
Nullmenge (p-Nullmenge).

Man beachte, dass eine Nullmenge nicht notwendig zu A gehoren muss. Im Falle, dass das Mafl vollstindig
ist, ist jedoch jede Teilmenge einer Menge N € A mit u(N) = 0 wieder ein Element von A.
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Definition 6.9 Sei (E) eine Eigenschaft, die € X besitzen kann.
Die Eigenschaft (E) besteht fast iiberall oder p-fast tiberall, wenn die Menge

{z € X : x hat nicht (EF)}
eine Nullmenge ist, d.h. es existiert ein N € A mit u(N) = 0 und aus z ¢ N folgt = hat die Eigenschaft (E).

Beispiel 6.10 (1) Betrachte (R, B(R), A). Es gilt: R ist fast iiberall irrational, weil A(Q) = 0 und fiir alle
x ¢ Q ist z irrational.

(2) Betrachte (R, B(RR), do).
Beziiglich des dp-Mafies ist fast iiberall x = 0, denn

§(R\ {0}) = 0.

(3) Seien f,g: X — Y mit einem Mafiraum (X, A, p). Es ist f = g fast iiberall, falls f|p;e = g|pse fiir eine
Nullmenge M.

Lemma 6.12 Sei f: X — R p-integrierbar. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Es ist p-fast iberall |f| < oo.
(b) Ist [y [fldp =0, so ist p-fast {iberall f = 0.

(c) Ist g : X — R messbar und p-fast iiberall f = g, so ist g p-integrierbar und es ist
/ gdp = / Jdp.
b'e X

00 - X{|f|=00} < |fI-

Beweis. (a) Es gilt

Da {|f| = oo} € A (f messbar), ist links eine Treppenfunktion. Alsoist [y 00-x{|fj=cc} dpt = 00 pu({|f| = c0}).
Damit ist

oo-u({\f|=<>0})§/X|f\du<00-

Also ist p({|f| = o0}) = 0.
(b) Definiere E, := {|f| > 2} € A. Dann ist

(fldp = [ |flxe,dp= [ |fldu
Jna= | I.
1u(

0= |
> —p(Ey).
> )

Also ist p(E,) = 0 fiir alle n. Mit der Stetigkeit von unten ist wegen E,, * {|f| > 0} dann

u({f #0}) = 0.

47



(c) Sei S :={f # g}(€ A). Nach Voraussetzung ist u(S) = 0.
Wir definieren h : X — R, h(z) := f(z) = g(z), falls z € X \ S, h(z) := 0 fiir € S. Sei noch

fi = fxs, g1 = gxs. Nach (ii) ist [ [fildp = [y |g1]dp = 0. Wegen f = h + f1,9 = h + g1 und
supp|h| N supp| f1| = 0 = supp|h| Nsupp|g:| ist

/IfIdu=/ Ihldu+/ g, /\gldu=/ Ihldu+/ gl dp.
X X X X X X

Also ist f genau dann integrierbar, wenn h integrierbar ist, genau dann, wenn ¢ integrierbar ist. Au-
flerdem

/fdu=/ h+f1du=/ hdu+/ fldu=/ hdu=/ hdu+/ gldu=/ h+gldu=/gdu.
X X X X X X X X X

O
Lemma 6.13 Seien f,g : X — R messbar, g u—integrierbar und | f| < g u-fast iiberall. Dann ist f integrierbar
und [ |fldp < [y gdpu.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

7 Konvergenzsatze

Sei (X, A, u) ein Mafiraum.

Satz 7.1 (Lemma von Fatou) Seien f, : X — [0, o] messbar fiir alle n € N. Dann gilt:
/ liminf f,, dp < lim inf/ fn du.
x n " X
Beweis. Es ist
ol fn = Jn, 187, e = oup Ju S
Setze

= inf f%.
9n gnfk

gn, konvergiert monoton wachsend gegen lim inf, f. Die Anwendung von Satz 6.4 liefert:

/ liminf fi dp = lim gndp
x k X

n—oo

= lim inf fi dp.

n—oo [y k>n

I-Ilf (1}1 < ’ (1/1.
/ inf / n

/X limkinf frdp = nh_)rr;o /X éga frdu

= liminf/ inf fr du < liminf/ fndp.
n x k>n n X

Also ist
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Satz 7.2 @ebesguescher Konvergenzsatz oder Satz von der majorisierenden Konvergenz) Seien
fn : X — R messbare Funktionen und fiir alle n € N und sei

lim f,=f p—~fi.
n—oo

Falls es eine integrierbare Funktion g gibt mit

|fnl <g p—{fi. fir alle n,

dann sind f,, f integrierbar und

/ |fn—flde =0 (n — o0).
X

Deshalb gilt auch [y fndp — [y fdu.

Beweis. 1) Da f, messbar sind, ist auch f messbar. Da |f,| < g f.i. ist, ist

/Ifn\dué/gdu<oo
X X

Also sind die f,, integrierbar. Genauso gilt |f| < g f.i., also ist f integrierbar.

0O.B.d.A. kénnen wir voraussetzen, dass f, — f tiberall auf X gilt. Sonst gibt es eine Nullmenge N € A
mit
Tim f, () = f(x) ()

fiir alle x € N¢. Man definiert f = fxne, fn = anNc Dann gilt (4) fiir fn und fﬁberall auf X und
aus [y |fo — fldp— 0und [y |fo — fldu= [y |fu — fldufolgt [y [fuf]dp— 0.

Sei g, == |f| + g — |fn — f|. Es folgt mit Hilfe des Lemmas von Fatou

/|f|+gdu:/liminfgnd,ugliminf/ gndu:/ |f\+gd,uflimsup/ |fn — fldp.
X x n n X X n X

Daraus erhalten wir limsup,, fX |fn — fldp < 0, also limsup,, fX |fn — fldp = 0. Da der liminf
automatisch nichtnegativ ist, gilt limy, [y |fn — f|dpu = 0.

Fiir die letzte Aussage:

'an mﬂ‘/ M /mlﬂmﬁo

Beispiel 7.1 (1) Sei X =[0,1], A= B(R)N[0,1], x = A und f,(z) := 2™

(2)

Offenbar ist |f,| < 1 fiir alle n und f, — 0 f.d..
Sei X =1[0,00), 0 = A, fn(x) = ne ™. Es gilt f, > 0, f,, — 0 f.i. und nach Fatou f[o 00) lim inf f,, dA
< liminf f 00) fn dA. Hier gilt sogar <, weil die linke Seite gleich f Od/\ = 0 und die rechte Seite

gleich lim 1nf fo ne " dz = liminf 1 = 1 sind. Fiir die rechte Seite wurde die Ubereinstimmung des
Riemann-Integrals (fiir das wir, z.B. mit dem Fundamentalsatz der Analysis, den Wert des Integrals
ausrechnen kénnen) mit dem Lebesgue-Integral benutzt.
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(3) X = N,A = P(N),u = Zihlmaf. Sei f, : N = R, f,(j) := o\ mit a{" — a;,|al"| < g; fiir alle
J,n € N, wobei (g;); eine /'-summierbare Folge ist. Dann folgt nach Satz 7.2
oo ) oo
S S,
j=1 j=1

Also die Summe und der Limes konnen in diesem Fall vertauscht werden.

(4) Betrachte den Mafiraum (R, Bo(R), A) und f,(z) = nx(o,i)(x).

Hier ist f]R fndh = n% = 1 fiir alle n, aber f,, — 0 iiberall auf R. Aus Satz 7.2 folgt dann dass (f,)n
keine integrierbare Majorante hat.

Anwendungen der majorisierten Konvergenz

Lemma 7.3 Sei (X, A, u) ein Mafraum. Sei (a,b) C R, to € (a,b) und sei f: X X (a,b) — R mit folgenden
Eigenschaften

1. Fiir alle ¢ € (a,b) ist © — f(x,t) messbar.
2. Fiir fast alle z € X ist t — f(x,t) stetig in .

3. Es gibt eine u-integrierbare Funktion h : X — R, sodass fiir alle ¢ € (a,b)

If(, ) <h X—fii.

Dann ist F' : (a,b) — R mit
F(t) = /X £t 2)d ()

eine stetige Funktion in #.

Beweis. Sei (tn) C (a,b) eine beliebige Folge mit ¢,, — to. Setze g, (z) := f(x,t,). Diese ist messbar fiir alle
n. Setze weiterhin

g9(x) = f(z,to).
Wegen (ii) ist g (z) — g(z) (n — oo) fiir fast alle x.
Wegen (iii) und Satz 7.2 ist nun auch

lim gnduz/ gdp.
X X

n— o0
Das heisst
nll_}IIOlo F(t,) = F(to).

Lemma 7.4 Sei (a,b) C R und sei f: X x (a,b) — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle ¢ € (a,b) ist © — f(x,t) messbar

(b) Fiir fast alle x € X ist t — f(z,t) differenzierbar auf (a,b).
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(c) Es existiert eine p-integrierbare Funktion h : X — R mit

‘df(x’t)‘ < h(z)

dt -

fiir fast alle x € X.

Dann ist die Funktion F': (a,b) — R definiert durch
Ft) = /X F ) d p(z)

eine differenzierbare Funktion auf und es gilt fiir alle ¢ € (a, b)

dF(t) [ df(z,t)
dt /X dt dp-

Beweis. Sei tg € (a,b) beliebig fest. Sei (¢,) C (a,b) beliebig mit ¢,, # to und ¢, — to. Setze

f(@,tn) — (2, t0) )

n(T) =
gn() r—
Es sind g,, messbar. Dann ist
: df
A gn(x) = 7 (@ o) = g(x)

fiir alle x € X \ N mit einer Nullmenge N. Zu zeigen ist, dass |g,| eine integrierbare Majorante hat. Nach
dem Mittelwertsatz gibt es ein z,(x) zwischen to und t,,, mit

Flast) = F(as10) = S, 20 (1~ 10)
Also ist

90(0)] = | g1 )| < 1)

fiir fast alle 2. Nach dem Satz von Lebesgue (7.2) gilt

i [ gulo)dn= [l gu(o)dn
X X

n— o0 n—oo
d t
x dt
Die linke Seite ist aber gleich (dF/dt)(to). O

Bemerkung 7.2 1. Die Voraussetzung (c) in Lemma 7.3 bzw. 7.4 heift, dass fiir alle ¢t € (a,b) gilt
|f(z,t)] < h(x) baw. |df /dt(z,t)| < h(x) fiir alle x € X \ N fiir eine Nullmenge N;. Es muss aber nicht
Ute(a,p)N¢ eine Nullmenge sein.

2. Verallgemeinerung: (a,b) in den obigen zwei Lemmata kann durch einen metrischen Raum ersetzt
werden.
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Riemann und Lebesgue-Integral

Zur Erinnerung bemerken wir, dass das Riemann-Integral (R-Integral) mit Hilfe von Stufenfunktionen defi-
niert wird.

Definition 7.3 Eine Funktion f : [a,b] — R heifst Stufenfunktion, wenn es ein n € IN und eine streng
monoton wachsende endliche Folge (2;)i=o,..., mit a = 29 < 1 < ... < x, = b sowie (¢;)i=1,...n» C R gibt
mit f(x) = ¢ fir z € (v;-1,2;).

Stufenfunktionen sind spezielle Treppenfunktionen, da bei Treppenfunktionen die Urbilder der unterschied-
lichen Werte allgemeine messbare Mengen sein diirfen (nicht nur Intervalle).

Behauptung: Ist f eine Stufenfunktion, dann ist f Riemann-integrierbar und

Ci(ﬂCi - 961'71)
1

(R-) /  fla)da =

n

7

und auch Lebesgue-integrierbar und

/[a,b] Fd) = (R-) /abf(a:) daz.

Der Beweis folgt aus den Definitionen der beiden Integrale. Beachte, dass f B(R)-messbar ist und dass A-fast
tiberall f(l‘) = Z:’L:l cix(xi—lyl‘i)(x)'

Satz 7.5 Sei [a,b] C R und sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gibt es eine Lebesgue-integrierbare
Funktion g : [a,b] — R mit
f =g Mfast iiberall

(R—)/abf(gc)dx:/[a,b]gdx

Beweis. Da f R-integrierbar ist, gibt es Folgen (¢k)k, (¢¥r)r von Stufenfunktionen mit @5 < f < 15 und

(R-) fab Yr(z)dz — (R—) fab prdr < 1/k fiir alle k¥ > 1. O.B.d.A. kdnnen wir voraussetzen, dass (¢g)k
monoton wachsend und (¢4 )r monoton fallend ist.

und

Wir wissen aus der R-Integrierbarkeit, dass

b b b
(R-) / () dar = Tim () / () dwr = lim (R / o da.

Sei ¢ = limy, @i ¢ ist messbar, da alle ¢ messbar sind. Nach dem Satz von B. Levi ist

/ pdA =lim i dA.
[a,b] ko Jlab)

Nach der obigen Behauptung ist aber f[a o) Pk d\ = ff i dz fiir alle k. Also

b
lim v dA = lim(R—) / v dz
k [a,b] k a
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und damit

b
/ pdA\ = lim(R—)/ v d.
[a.b] k a
Analog gilt

. b
/[a’b] Yd = h}gn(R—) /a Yy dz.

/[b](z/)—go)d)\zo = o=y fi = f=p=1fi.

Also

O

Korollar 7.6 Sei [a,b] C R, f : [a,b] =& R messbar und Riemann integrierbar. Dann ist f A-integrierbar und
b
(R—)/ fde= [ fd
a [a,b]

Beweis. Nach Satz 7.5 gibt es ein g mit g = f fast iiberall und g M-integrierbar. Mit Lemma 6.12(c) ist f

A-integrierbar und
fdx= / gdA.
[a,b] la,b]

Der wahrscheinlich wichtigste Satz zur Relation zwischen dem Riemann und Lebesge-Integral ist

Satz 7.7 (Lebesgue) Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R mit a,b € R",a < b ist genau dann R-
integrierbar, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen eine A-Nullmenge ist. Und dann gilt

/[a7b] fdr=(R-) /abf(ac)dx.

Den Beweis findet man z.B. in [1], Satz IV.6.1.

Auch fiir das Integral iiber unbeschrinkte Mengen kann man aus R-Integrierbarkeit die A-Integrierbarkeit
folgern. Als Beispiel:

Satz 7.8 Sei I C R ein Intervall (méglicherweise unbeschriankt) und f : I — R R-integrierbar iiber jedes
kompakte Intervall K C I. Dann ist f genau dann A—integrierbar iiber I, wenn | f| uneigentlich R-integrierbar

iber I ist. Und dann
/fd/\:(R—)/f(z)dx.
I I

Der Beweis bleibt eine Ubung.

Satz 7.9 (Egoroff) Sei (X, A, 1) ein Mafraum. Sei (X)) < oo und sei (f, ), eine Folge messbarer Funktionen
frn: X = R mit f,, — 0 fast iberall. Zu jedem & > 0 gibt es dann eine Menge F € A mit u(E°) < ¢ so, dass
fn — 0 gleichmikig auf £
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Beweis. Sei k € IN. Setze

Bimi= () {1l < £}

n>m

Aus f, — 0f.. folgt | J,,, Ex,m = X\N fiir ein N mit p(N) = 0. AuBerdem ist limy, o0 ft(Ek m) = (X\N) = p(X).
Also gibt es zu jedem 6 > 0 ein ms mit

1(X) = (B ;) < 6.
Sei nun 6 = €27% speziell gewiihlt. Dann existiert ein mjy, mit

(ES, ) = 1(X) = (i Em,,) < €277, (%)

Sei nun E := (), Ek,m,. Dann ist

o or((0) ) o+ ()

e’}
< Z,u (Elg,mk) .
el ——~—

<e2k (x)

Also ist u(E°) <ed po,27% = e. Nach der Definition von E gilt fiir jedes k |f,| < 1/k, falls n > my. Das
heift f,, — 0 gleichméfig auf F. O

8 LP und LP-Raume, 1 <p < o0

Sei (X, A, u) ein Mafraum.

Definition 8.1 Fiir 1 < p < oo ist
LP(X, A p) = LP(n) == {f : X — RIf messbar,/ [fIPdp < oo} .
b'e
Ist X C R%, A die Borel-o-Algebra, = \, so schreibt man
LP(X, A, ) = £(X).

Spezialfall: £!(p)
Sei || f|l1 := [ |f| dp. Dann gelten folgende Eigenschaften

1) f=0 = [fllh=0
aber ||f|1 =0 = f =0 nur p-fast iiberall

(2) Ml = ANl
B3) [If +glle < [1Flx + llglh

Aus (1) folgt, dass || - ||; keine Norm ist. (2) und (3) stellen sicher, dass £'(u) ein linearer Vektorraum ist.

Ziel: Aus (£'(p),| - |l1) gewinnt man durch Aquivalenzklassenbildung einen normierten Raum, den wir
(L* (1), I - [l1) nennen.
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Wir fithren folgende Aquivalenzrelation ein:
f~g <= f=g u-fast iiberall.

Die Aquivalenzklassen sind
[f] :={g € LY(n) : f =g p-fast {iberall}

Definition 8.2 Definiere
LHp) = LNX, A ) = {f]: fe L)} -

Bemerkung 8.3 Mit
N :=1[0]={f € L'(n): f =0 p-fast iiberall }

ist L*(u) = £Y(u) /N, d.h. ein Quotientenraum.

Lemma 8.1 Der Raum L!(p) mit
ATl = (11l
und mit
1+ [0 = [F+h, alfl:=[af] VaeR,fgeLl ()
ist ein normierter Vektorraum.
Beweis. ...
Definition 8.4 Sei 1 < p < co. Dann setze
LP(p) == A{[f]: f € L(w)}
wobei [f] = {g € LP(u); f = g p-fast iiberall} ist. Definiere

= ( [, f|pdu)’1’.

Definition 8.5 Sei f : X — R messbar. Definiere
esssup,cx f(z) :=inf {a € RU {400} : f(z) < a p-fast iiberall}

essinfyex f(x) :=sup{a € RU{—o0} : f(z) > a p-fast iiberall} .
Setze weiterhin

[flloo := esssup,ex [f(2)]-

1, zeR\Q

0, sonst

Beispiel 8.6 1. Sei X =R, f(x) = { . Dann ist

esssup f(z) =1 = essinf f(z).

2. X =(0,1), f(x) := 1/z. Dann ist esssup f(x) = sup f(z) = cc.

1, x#0

. Dann ist esssup f(z) = 1,sup f(z) = oo.
oo, =0

3. X—R,f(x)—{
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Definition 8.7

L>(u) :={f: X — R messbar : || f||oc < 0o}
L¥=(u) = Alf]: f € £},

wobei [f]={g € L®(u): 9= fu—1fi.}.

Offenbar ist auch L*°(u) ein normierter Raum.

Wir haben jetzt gezeigt, dass LP ein normierter Raum fiir p = 1 oder p = co. Das néchste Ziel ist dies auch
fiir alle p € (1,00) zu zeigen. Danach zeigen wir, dass LP sogar ein Banachraum ist.

Lemma 8.2 (Young’sche Ungleichung) Fiir a,b € [0,00), a,b > 0 und 1 < p, g < co mit % + % =1 gilt:

al bl
ab < — + —
p q

Beweis. Der Beweis basiert auf der Konvexitit der Exponential-Funktion. O

Satz 8.3 (Héldersche Ungleichung) Sei 1 < p, g < oo, % + % =1lund f € LP(u), g € L9 (). Dann gilt

fg €L ()

und

/X Fald = Il < 1 llgla:
Beweis. Sei p =1 und ¢ = co. Dann ist

lg(2)] < |lg]leo fast iiberall.

Also ist
[(f9)(@)] < |f(z)|llg(z)] fast iiberall,

woher fg € L'(p) folgt. Damit ist

d wodu = I du.
/X Faldp < /X Fllglleo Az = /X £l du

Sei also nun 1 < p < co.
Der Trivialfall ist f = 0 oder g = 0.

Sei also ||f|l, # 0 und ||g||q # 0. Dann ist mit Lemma 8.2

p q
fl gl <1< £ ) +1< 9] )
£y llglla = 2 \IIfllp g \lgllq

[£1lg]
L gy < -
1£1lpllgllg pJ Il

Damit folgt die Behauptung. O

Also ist | fg] € L'(p) und

1 p 1 a 1 1
T N LIS SN S
g

al llgld™

dp +
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Satz 8.4 (Minkowskische Ungleichung) Sei 1 < p < oo, f,g € LP(u). Dann ist f + g € LP(u) und
1f+gllp < 11+ llglls

Beweis. Der Fall p =1 wurde in Lemma 8.1 gezeigt und der Fall p = oo ist offensichtlich.

Sei 1 < p < oco. Dann ist
If +gl < [fl+1g] < 2max {[f],]g]} -
Also ist |f + g|P < 2P max {|f|?, |g|’} < 2P(|f|P + |g|P). Damit ist f + g € LP(u).

Nun zum Beweis der Ungleichung. Es ist

\f+glP=f+allf+aP~* <|fln+ |gln.
—————
=
Offenbar ist
/andu = /If +g|PVedp = /X |f+glPdp=f+gl2,

P
wobei die Identitét (p — 1)g = p benutzt wurde. Also ist € L(u) und |9, < ||f + gll5 -
Also gilt

/|f+g|”du:|\f+9||£
X
S/If\ndu+/lglndu
Lemmag.3
< Al fllplnllg + lgllplinllq
(5) p
< \f +gllg (1 fllp + lgllp)-

. p—2
Alsoist [[f+gllp = [If +gllp * < fllp + llgllp-

(5)

O

Korollar 8.5 Der Raum LP(u) fiir 1 < p < oo ist ein Vektorraum und durch || - ||, ist eine Norm auf LP(u)

definiert. Das heifst (LP(p), | - ||p) ist normierter Raum.

Als Vorbereitung fiir die Vollstandigkeit von L” beweisen wir

Lemma 8.6 Sei (f,), C LP(n) und f, L f (dh. ||fn = fllp = 0 fir n — o0). Dann gibt es eine Teilfolge

(fni )k, sodass f,, — f f.i.. Falls p vollstdndiges Maf ist, dann ist auch f ist messbar.

Beweis. Sei ey, := 27 Weil || f,, — fll, — 0, gibt es fiir jedes k ein ny, € N, sodass pu({|fn— fm| > er}) < e fiir
alle n,m > ng. O.B.d.A. sein (ny)r wachsend. Wir setzen gy := f,, . Wir zeigen, dass (g) eine Cauchy-Folge

f.a. ist.
Sei
A = {9k — gr+1| > €x}, A:=limsup 4; = ﬂ U Ay
L 1EN k>1
Es ist
u(A) < p(UpZAg) VIEN
<Y u(AR) £ 27 5 01— 0)
k= k=
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Deswegen ist p(A) = 0.

Auf X'\ A mochten wir die Konvergenz f,, — f zeigen. Fiir beliebiges x € X \ A ist ¢ Up>; Ay, fiir ein [ € N.
Also = ¢ Ay, fiir alle k£ > . Das heifst
lgk — gr41| < ep VE > L

Fiir alle p > 0 gilt

k+p

196(2) = Grpa (@)] < D 1g5(x) = gya(@)] < D277 = 0(k = 00).
j=k j=k

Also ist (gi(x))x fiir jedes € X\ A eine Cauchy-Folge in R. Wegen der Vollstandigkeit von R ist limy, gi(z) =: f(x) € R,
d.h. g — f p-fi.

Es bleibt noch die Messbarkeit von f. Es ist
f=1mxx\age +xaf.

Der erste Teil auf der rechten Seite ist messbar, weil jedes g, messbar ist. Die Werte von f auf A sind
unwichtig, da u(A) = 0 und wegen der Vollstindigkeit von u jede Teilmenge von A auch messbar ist. Also
ist auch x4 f messbar. O

Satz 8.7 Fiir 1 < p < oo sind die L?(u)-Raume vollstandig, also Banachraume.

Beweis. Betrachte zunéchst p = oo. Sei (fy,)nen eine Cauchyfolge in L°(u). Also existiert fiir alle € > 0 ein
N(e) sodass fiir alle 4,7 > N gilt
1fi = fille <& Vi, j > N(e).

Definiere folgende Mengen:

Enm i=A{z € X :[fn(x) = fm(2)| > [|fn = finlloo} -

Dann folgt aus pu(Ey,, m) =0, dass fir E := Un’m E, m gilt
w(E) =0.
Fir z € X \ E folgt dann
[fn(@) = fn(@)| < [[fn = finllo-
Das heift (f,(x)), o ist Cauchyfolge fiir alle z € X \ E. Also ist

lim f,(z)=: f(z) € R.

n—oo

Auf F konnen wir z.B. f = 0 setzen. Weil alle f,, messbar sind, ist f : X — R messbar.
Auf X\ E gilt:
lim |fn(z)] = |f(z)]

n—oo

und
[fn(@)] < || fullco fast iiberall.

Also ist | fn(z)| < K fast tiberall und damit

|f(z)| < K fast iiberall
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Das heifit f € L>(u).

ll-lleo

Wir miissen noch zeigen f, — f. Sei € > 0 beliebig. Dann ist fiir alle n,m > N(e):

‘fn(x) - fm(x)‘ <e.
Sei n fest und m — oco. Dann ist
[fu(z) = flx)] <€
Also folgt die Behauptung fiir p = oco.

Sei nun 1 < p < oo. Wir betrachten wieder eine Cauchy-Folge (f.)nenw C LP(u). Nach Lemma 8.6 gibt es
eine Teilfolge (fn, )k, fiir die f,, — f p-f.4. Zu zeigen ist, dass fy, L f.
Es ist |fn, — fnul = |f — ful p—fi. fiir K — oco. Nun ist

I = 11 = [ Yanl = fusl? s
X
Fatou

< limkinf/ |fro = frn P dp = limkinf I fr = frillb — 0(n — o0),
X

wobei die letzte Konvergenz aus der Cauchy-Eigenschaft folgt. O

Beispiel 8.8 Dieses Beispiel zeigt, dass aus der LP-Konvergenz im Allgemeinen die f.i.-Konvergenz der
ganzen Folge nicht folgt.

Ein Beispiel ist die “dancing sequence" f1 = X[0,1], f2 = X[0,1/2)>f3 = X[1/2,1]:f4 = X[0.,1/4],f5 = X[1/4,1/2):f6 = X[1/2.3/4]»
usw. Die Formel lautet

fn(®) = X2+ (j+1)2-#) (7),n = 2F +j,0<j <28

Esist [|fn]dp=27%2F <n <21 Also f, g 0. Aber fiir jedes = € [0, 1] gibt es unendlich viele n, sodass
fn(z) = 1. Also f,, konvergiert nicht gegen 0 f.i.. Nach Lemma 8.6 gilt dies aber fiir eine Teilfolge.

Beispiel 8.9 Dieses Beispiel zeigt, dass aus der punktweise-Konvergenz die LP-Konvergenz im Allgemeinen
nicht folgt.

Betrachte ((0,1),8(0,1),A). Sei f, : (0,1) = R mit

wegen p > 1.
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9 Produktmafie und Mehrfachintegrale

Motivation: Betrachte die Mafriume (R%, B(R?), A?), (R!, B(RY), Al), (R™, B(R™), \™) mit d = | +m und
eine Funktion f : R™ x R! — R. Gilt nun

[ravi= [ ([ fapar@)ave = [ ([ separe)axe:

Allgemeiner: Sei X = X; x X5 und (X, A;, p;), ¢ = 1,2, Makrdume. Die Frage ist dann:

/ ( f(-rth)dMQ)d,Ul;/ f(z1,@a) d g o po.
X1 X2 X1 xXo

Darum wird es im Folgenden gehen. Die Antwort liefern die Sdtze von Fubini und Tonelli.

Definition 9.1 Seien (X1, .4;), (X2,.42) messbare Riume und X := X; x X5 das kartesische Produkt von
X1 und Xs.

Die kleinste o-Algebra in X, die die “messbaren Rechtecke” der Form A; x Ay, wobei A; € A; und Ay € As
enthilt, heift Produkt-o-Algebra A; @ A,.

A1 @ A,y :ZU({Al x Ayt Ay € .A1,A2 S ./42})

Ziel: Definition eines Mafes (Produktmafes) auf A; ® As.

Lemma 9.1 Sei 7; : X1 x Xy — X mit (z1,22) = 7j(21,22) = 2;,j = 1,2 (d.h. die kanonische Projektion).
Sei (X, .A) ein messbarer Raum.

Eine Abbildung T : X — X; x X5 ist genau dann A — A; ® As-messbar, wenn
;0 T:X — Xj
A — A; messbar ist fiir j =1,2.
Beweis. (a) Sei T': X — X x Xy messbar. Zunéchst ist 7; : X; x Xo = X; A; ® Ay — A-messbar, denn
(zB.j=1):
Ist A e Ay, soist 7r1_1(A) =Ax X5 € A ® Ay. (analog fiir j = 2.
Also ist auch 7; o T' messbar.

(b) Sei mjoT : X — Xj,j = 1,2 messbar. Wir zeigen: T ist messbar.
Da {A; x As : Ay € Ay, Az € Ay} ein Erzeugendensystem fiir A; ® A, ist, geniigt es zu zeigen:

T (A} x Ay) € AVA; € Ay, Ay € As.
Es ist
Ay x Ay =77 (A Nyt (A)
Also ist
T~ A x Ao) =T (77 (A1) Ny ' (A2))
=T (ry (A1) N T H(my ' (A2))
= (moT) M (A)N(moT) 1 (Ay) € A

cA cA
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Korollar 9.2 Sei A; = B(RF) und A; = B(R!). Es gilt A; ® Ay = B(RFH).

Beweis. 1. Wir zeigen erst "D”. Es ist
B(Rk+l) _ O_(]_-kJrl) _ U(ijrl)’
wobei J™ das System der halboffenen Intervalle in R™ ist. Weiter ist
jk+l C .A1 X .AQ .
—~ =~
=B(Rk) =B(R!)
Damit ist B(R**!) C A; ® As.

2. ”C”: Wir betrachten die Identitiit I : R** — R* x R, 2 +— 2.
Wir zeigen, dass die Identitéit eine B(R**!) — A; ® Ay messbare Abbildung ist.

Nach Lemma 9.1 geniigt der Nachweis der Messbarkeit von 7; o I. Dies ist aber klar, da m; oI = 7; und
die Projektionen stetig sind und damit messbar.

O

Definition 9.2 (Notationen) Sei £ C X; X X5 und 27 € X3, 22 € Xo. Dann definieren wir

E‘I1 = {3?2 e Xy (1‘1,1'2) S E}
E*? = {(El e Xy (.’El,xz) S E} .

Lemma 9.3 Seien (X, A;) messhare Rdume (j =1, 2).

(a) Fir F € Al ®A2 und Tj € Xj ist

Ewl E A27 Ex2 E Al.

(b) Ist f: X; x X5 — R eine A; ® Ay — (R-messbare Funktion, so sind
f(z1,+) : Xo = R, Ay — B(R)-messbar
f(,22) : X1 = R, A; — B(R)-messbar.
Beweis. (a) Sei x1 € X;. Definiere eine Funktion ¢,, : Xo — X; x X3 durch

t oo, () = (21,1)

Es ist E,, = ¢ !(F). Also es reicht zu zeigen, dass ., messbar ist.

Nach Lemma 9.1 ist ¢,, Az — (A; ® Az)-messbar genau dann wenn 7; o ¢ , Ay — Aj-messbar sind.
T 0 Yy @ Xo = Xy,t — 21 ist messbar da konstant. ma 0 ¢, : Xo — X;,t — t ist messbar da stetig.
Analog argumentiert man fiir £%2.

(b) Wegen f(z1,) = f o p,, und wegen der Messbarkeit von f und ¢, ist f(z1,-) messbar. Analog fiir
f('; 1'2)-
O
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Lemma 9.4 Seien (X, A;, 1), j = 1,2 o-endliche Mafirdume. Dann gilt:
Fiir jedes E € A; ® As sind die Funktionen

vp X1 = [0,00], 21 — p2(Ey) A; — B(R)-messbar,
g : Xo — [0,00], 29 — p1 (E*?) Az — B(R)-messbar.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir ¢ durch. Sei

D:={FE € A ® As : ¢ ist messbar}.
Das Ziel ist also zu zeigen, dass A; ® As C D.
I) Sei o ein endliches Maf, d.h. ps(Xs) < co.

Behauptung D erfiillt:

(i) X1 x X»,0 €D
(i) ABeD,BCA = A\BeD
(111) (Aj)j C'D,Aj/(A = AeD

Beweis. (der Behauptung)

(1) ¢x,xx.,®p sind beide konstante Funktionen, also messbar.
(ii) Sei A,B € D,B C A. Es gilt

oaB(x1) = p2((A\ B)s,) = p2(As,) — p2(Be,) = pa(r1) — op(z1)
weil (A\ B)y, = Agy \ Byy, By, C Ay, und po(Ay,) < 00, pa(By,) < oo wegen der Endlichkeit von ps.
Aus der Messbarkeit von ¢4, pp folgt die Messbarkeit von ¢ 4\ p.

(iii) Sei (A;); C D,A; / A. Dann folgt A;, " Ay, also pa; / pa. Aus der Messbarkeit von ¢4, folgt
die Messbarkeit von ¢ 4.

O
Das System D ist ein Dynkin-System (Definition nach dem Beweis). Dies gilt, weil aus (i) und (ii) die

Eigenschaft (b) folgt und aus (iii) die Eigenschaft (c) folgt.

Wir betracten nun das Kartesische Produkt A; x Ay := {A; x Ag : Ay € A1, Ay € Ao} Es gilt A; x Ay C D,
well fir A = Ay x Ay € A1 X Ag ist pa(x1) = pa(As,) = xa, (1)p2(A2) und x4, : X7 — {0,1} messbar ist.
Ay x Ay ist offenbar N-stabil (Definition nach dem Beweis).

Die Anwendung des Lemmas von Dynkin (Lemma 9.5) auf C := A; X Az und M := D liefert
AL ® Ay = J(Al X Az) CD.

IT) Sei nun po nur o-endlich. Es gibt also (4;); C Ay mit A; / Xy und po(A;) < oo fiir alle j. Sei
p9) s Ay — [0,00], A+ pa(ANA;). p) is endlich, also nach I) ist 1 + u)(E,,) messbar. pp (1) = lim; u0)(E,,)
ist also auch messbar.

O
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Definition Sei X eine beliebige Menge. Ein Mengensystem M C P(X) heifit ein Dynkin-System iiber X,
falls

(a) X,0eM,
(b) Ac M = A°e M,
(¢) (Aj); C M paarweise disjunkt = U;A; € M.

Bemerkung 9.3 Ubung: Jede o—Algebra ist ein Dynkin-System, aber ein Dynkin-System ist i.A. keine
o-Algebra.

Definition Sei X eine beliebige Menge. Ein Mengensystem M C P(X) heift durchschnittsstabil (N-stabil),
falls aus Ay, A € M auch A; N Ay € M folgt.

Lemma 9.5 (von Dynkin) Seien X1, X» beliebige Mengen. Sei C C P(X; x X3) N-stabil und sei M D C
ein Dynkin-System. Dann gilt o(C) C M.

Beweis. Durchschnitte beliebiger Dynkin-Systeme sind Dynkin-Systeme (Ubung!). Deswegen gibt es das

kleinste Dynkin-System, welches C enthélt. Wir bezeichnen dies mit M. Im Beweis zeigen wir o(C) = M.

" D' ist trivial, da auch o(C) ein C-enthaltendes Dynkin-System ist. Fiir ”C” reicht z.z., das My N-stabil ist,
denn aus (a) folgt X, 0 € My; aus (b) und der N—Stabilitét folgt A\ B = BN A € My fiir A, B € My; und
aus (c) folgt, dass abzihlbare Vereinigungen in M liegen. Also My ist eine o-Algebra. Aus C C My und da
M eine o-Algebra ist, folgt o(C) C M.

Also bleibt z.z., dass My N-stabil ist.

1) Erst zeigen wir, dass Ae C,Be My = ANB e M.

Sei My :={BeMy: AN B € My}. Da C n-stabil ist, folgt C C M 4. Es ist leicht zu zeigen, dass
M 4 ein Dynkin-System ist (Ubung!). Also ist Mo C M 4.

2) Nun zeigen wir, dass A,B € My, = AN B e M,.

Konstruktion vom Produktmaft auf A4; ® A,
Fir A € A1 ® A; sei jetzt

o) = [ pateaim = [ man) = [ (/ oS (22) dpa(a2) ) (),
v(A):= [ va(xz)dus :/><1 p2(A™2) :/x2 </X1 XAwz (wl)dul($1)> dpa(z2).

X2
Behauptung p, v sind Mafse auf A; @ As.
Beweis. 1) Seien (4;); C A; ® A paarweise disjunkt und A := U;jA;. Aus A, = U;jA;, , A" = U;jAje

folgt
pa(z1) = pa(Az,) = p2(Uj4;, ) = Zm(ijl) = Z%lj (z1).
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Genauso Y4 (w2) = >_; ¥a, (22).
rechts in diesen Gleichung stehen Limiten von monotonen Folgen messbarer Funktionen. Nach dem Satz
von Beppo Levi ist

/ Z‘PA x1)dp = Z/ oy (x1)dps = Zp
X, 5

und analog v(A) = >, v(A4;).
2) Offenbar ist p(0) = u(@) =0

Das Ziel ist zu verstehen, wann p = v gilt.

Beide p und v sind Fortsetzungen des Inhalts p11 X po : X1 x Xo — [0, 00], A1 X A2 — p1(A1)p2(Az) zum Mak.
Falls pq und po o-endlich sind, ist auch pq X pe o-endlich und nach dem Eindeutigkeitssatz von Caratheodory
ist v =np.

Wir haben also folgenden Satz bewiesen:

Satz 9.6 Seien (X, A;, ;) fiir j = 1,2 o-endliche Mafirdume. Dann gibt es genau ein Maf p; ® po auf
A1 ® Ay, welches die Eigenschaft

(11 @ p2)(Ar X Ag) = p1(Ar)pa(A2) VA € Ap, Ay € Ay

hat. Fiir jedes E € A; ® Ap und alle z; € X;,j = 1,2 sind gg(z1) = po(Ey,) und ¢Yg(z) = p1(E7?)
messbar.

Definition Seien (X, A;, y;) fiir j = 1,2 o-endliche Mafrdume. p1 ® po := p = v heifit das Produktmaf auf
A1 ® As.

Mehrfachintegrale, Sdtze von Fubini und Tonelli

Lemma 9.7 Seien (X, A;, u;) fiir j = 1,2 o-endliche Mafirdume und f : X; x Xy — [0, 00| eine Treppen-
funktion. Dann gilt

/Xlxng A 2 pz) = /X ( ! “wﬂduz(wz)) ) = | | ( 3 f(fﬂhxz)dm(m)) dyia ()

Beweis. f =Y _, arxa, mit (ax)r C R und (Ag), C A1 ® Ay paarweise disjunkt.

/ fd(p ® p2) = / ZakXAk (11 @ pi2) Zak/ Xa, (i @ p2)
X1 x X5 X k=1

1><X2k‘ 1

n

= ;ak(m ® po)(Ag) = kzz:loékP(Ak) = kzz:lak /X1 /X2 XA, (z2) dpo(ze) | dpq(z1)

=p2(Akg, )
/ (/XZ;XA’“ x2)du2(x2)> dpa (1) = /X1 ( . f($1a$2)dﬂ2(9€2)> dpua (21).
Analog gilt [\ o fd(u ® p2) = [y, (fX (21,22 d,ul(xl)) dps (). O
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Satz 9.8 (Fubini; Tonelli) Seien (X, A;, u;) fiir j = 1,2 o-endliche Makriume und f : X3 x X2 — R

messbar (A; ® Az — B(R)-messbar). Dann gilt

1) Falls f > 0, dann sind

vy [ f(z, @) dps(ws), x> [ fl2r,22) dp (1)
X2 Xl

messbar und

/Xlxxzfd(“l ® p2) = /X1 ( . f(xlamz)dﬂz($2)> dpa (z1) = /X2 < . f(:cl,xg)dul(:cl)> dpia (z2).
(6)

2) (Fubini) Falls f € L'(u1 ® po), dann ist f(zy1,-) € L*(u2) fiir fa. 21 € X und f(-,22) € L' () fiir
f.a. zo € X5 und es gilt (6).

3) (Tonelli) Falls eines der iterierten Integrale

/X1 (/X2 |f($1,x2)|dﬂz(x2)> dp (21) oder /X2 </X1 |f(x1,x2)|du1(x1)> dpis (2)

endlich ist, dann ist f € L (u1 ® p2) und es gilt (6).
Beweis. Beweis der Aussage 1: Es gilt

(1) 3(f;); Treppenfunktionen mit f; * f
(ii) f; sind also alle messbar

(iii) f;(-,@2) und f;j(x1,-) sind messbar fiir alle j

Die Eigenschaft (iii) gilt (z.B. fiir f;(-,z2)), weil:

Fiir ein A € B([0, 00]) is
(fi(2))7H(A) = (f; 1 (A))™,

d.h. ein Schnitt einer Menge in A4; ® As. Nun ist das System M aller Mengen M C X7 x Xo, fiir die M,,,, M*?
fiir alle 7 € X1,22 € X5 messbar sind, eine o-Algebra und A; x A C M. Der Beweis von dieser Aussage
ist eine Ubungsaufgabe. Deswegen haben wir 4; ® Ay C M.

Aus (i) und (iii) folgt mit B.Levi, dass ka fidug N ka fdug, k=1,2. Wie im Beweis von Lemma, 9.7 gilt
die Messbarkeit von [ X f; dpy; fiir alle j und deswegen die Messbarkeit von [ X fdug.

Die Anwendung von B.Levi an (i) und (ii) liefert fX1><X2 fid(p @ p2) S fxlxXQ fd(p1 ® p2). Aus Lemma
9.7 folgt fiir alle j

/x1 ( Xa fj(xl’x2)d”2(m2)> dp(z1) = /XlXX2 fid(p @ pg) = /X1 ( . fj($17$2)dﬂl($1)> dpiz(z2).

Eine wiederholte Anwendung von B.Levi liefert das Resultat.

Beweis der Aussage 2: Es ist f € L'(u1 ® p2) < |f] € L' (11 ® pz). Aus (6) fiir | f] folgt

/X1 (/}(2 |fj($17952)|du2(x2)> djun (1) < oo,
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also f(x1,-) € L' (u2) fiir f.a. x1. Genauso gilt f(-,22) € L () fiir f.a. z5. Fiir f gilt (6) durch die Anwendung
von 1) auf fy und f_. Hier ist f(-,22) € L'(p1) und f(z1,-) € L*(u2) wichtig.

Beweis der Aussage 3: Mit 1) folgt [y [fld(s1 ® p2) < oo, dh. f € L'(u1 ® po). Aus 2) folgt dann
(6). O

10 Transformation von Malien, Transformationsformeln

Ziel: Wir mochten eine Transformation der Variablen im Integral durchfiihren. Fiir das Lebesgue-Integral
werden wir zeigen, dass falls ® : U — V (mit U,V C R" offen) ein C!'-Diffeomorphismus ist, dann gilt

/f(y)dA"(y)=/(fo¢)($)|detD¢’($)|dA"($)-
\%4 U

10.1 Bildmalfs

Definition Seien (X, A, 1) ein Mafraum, (X', A") messbarer Raum und 7" : X — X’ messbar. Das Bildmaf
wr zu pist
y A" — [0, o0]
T .
A s i (A) o= p(TH(A))
Lemma 10.1 pp ist ein Mafs.

Beweis. Ubung! O

Lemma 10.2 Sei (X, A, ) ein Makraum, (X', A’) und (X", A”) messbare Riume sowie f : X — X/,
g: X' — X" seien messbar. Dann gilt:

Hgof = (ﬂf)g-
Beweis. Es ist fiir alle A” € A”:

pgof(A") = p((go f)" (AM) = u(f~" (97(4"))
= iz (971(A") = (y), (A).
O

Satz 10.3 (Bildmafformel) Sei (X, A, 1) ein Mafiraum, (X’, A’) ein messbarer Raum, 7' : X — X’ messbar
und f : X’ — R messbar. Dann gilt:

f ist genau dann pp-integrierbar, wenn f o T : X — R p-Integrierbar ist, und es gilt:
fduT:/ (foT)du VA €A
A/ T—l (A/)

Beweis. Wir beweisen das ganze nur fiir f = yg, B’ € A’. Der Rest folgt wie immer.

Es ist

/ XB’dMT:/ XB"XA’dMT:/ XBrnardpr
’ X/ X/
=pur(B'NnA") =p(T"Y(B'NA") (%)
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Andererseits gilt:
/ (xproT)dp =/ (xB o T) X7-1(ar) dps =/ XT-1(ByXT-1(a7) At
T-1(A") X X

= / XT-1(B)nT-1 (A7) dit =/ XT-1(AnB) dp
X X
(T AN BY) (34)
Es stimmen (*) und (%) tiberein. O

Korollar 10.4 Sei (X, A, ) ein Mafraum, (X', A’) ein messbarer Raum, 7' : X — X’ messbar. Ferner sei
f+X — Ry messbar und

. A — [0, 0]
. A v(A):= [, fdu

Ist T bijektiv und 7! ebenfalls messbar, dann ist

' A" — [0, o0]
v A= [ (foT Y )dpur.

Beweis. Sei A’ € A’. Dann ist

Anwendung vom Bildmaf: Wahrscheinlichkeitsrechnung

Definition 10.1 Ein Mafraum (£2,.4, P) mit P(2) = 1 heift Wahrscheinlichkeitsraum. P : A — [0, 1] ist
Wahrscheinlichkeitsmafs.

Hinweis 10.2 Die urspriingliche Definition von Kolmogorov (1932) ist eine Variante obiger Definition, die
wie folgt lautet:

(Q, A, P) ist Wahrscheinlichkeitsraum, falls (£2,.4) ein messbarer Raum ist und P : A — [0, 1] eine endlich
additive Mengenfunktion ist mit

e P(0) =0, P(Q) =1 und P(B,) stetig von oben gegen 0, falls

(Bn)C.A, B1 DBy D..., ﬂBzi(D

Nach Kapitel 3 sind beide Definitionen dquivalent, da o-Additivitédt einer endlich additiven Mengenfunktion
mit der Stetigkeit von oben dquivalent ist.

Beispiel 10.3 (1) ([0, 1], B(]0,1]), A) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(2) Sei 2 € B(R), 0 < A(2) < co. Dann ist mit P = ﬁ)\ der Raum (92, B(2), P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum.
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(3) Sei Q= {1,2,3,4,5,6} und A:= {0,9,{1,3,5},{2,4,6)} und

P0) =0
PQ) =1

P({2,4,6}) = P({1,3,5}) = ;
Dann ist der Raum (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Definition 10.4 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(i) Jedes Element A € A heifit Ereignis.

(ii) €2 heifst Ereignisraum.

)
)
(iii) A = {w}, w € 2 heikt Elementarereignis.
(iv) € C A heift Ereignissystem.
(v) Sei w € Q fest, dann sagt man, dass ein Ereignis a € A eintritt, falls w € A.
Beispiel 10.5 Sei Q2 = {1,2,3,4,5,6} eine Ereignismenge. Wiirfeln einer geraden oder ungeraden Zahl:
A=1{0,9,{1,3,5},{2,4,6}}

und P definiert durch:

P®)=0
P©) =1
P({2,4,6}) = P({1,3,5}) = %

P(A) ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A.

Definition 10.6 (Zufallsgréfien) Sei (€2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (§2',.A") ein messbarer Raum.
Eine messbare Abbildung X : Q — ' heiflt Zufallsgrofe.

X heifit Zufallsvariable, falls (', A’) = (R, B(R). X heift reelle Zufallsvariable, falls (', A’) = (R, B(R). X
heiRt Zufallsvektor, falls (Q',.4") = (R™, B(R™).

Problem: Gesucht: Verteilung von X, d.h. mit welcher Wahrscheinlichkeit nimmt die Zufallsvariable X Werte
einer Menge A’ € A’ an? Die Antwort lautet Px(A’).

Beispiel 10.7 Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(1) Sei X =a € R, X' =R, A =B(R). Fiir B € B(R) ist

X-1(B) = ¢, fallsa¢ B,
1Q, fallsac B.
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(2) Sei X : Q — R.

Annahme: X nimmt lediglich zwei verschiedene Werte an, d.h. X(Q) = {a,b} (a # b), wie zum Beispiel
beim Werfen eines Wiirfels: gerade oder ungerade Zahlen.

X (w) a, mit Wahrscheinlichkeit p,
w) =
b, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

p € (0,1). Dann ist

Q, a,be B,
b¢ B
TS LY
X 1(a), a€B,b¢ B,
X~Yb), a¢ B,beB.
Damit ist
1, a,be B,
0, a,b¢ B,
Px(B) = #
2 a€ B,b¢ B,
1-p, a¢ B,beB.
Also ist

Px(B) = pdy(B) + (1 — p)dp(B).
(iii) Allgemein: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine diskrete Zufallsvariable, d.h.
X nimmt Werte a; € R mit ¢ € IN an.
Annahme: X nimmt den Wert a; mit Wahrscheinlichkeit p; an. Und Zf; p; = 1. Dann ist

Px = z:pz(saI
i=1

(i) Geometrische Verteilung. .
pi=(1-¢q)q' i=0,1,....
(ii) Poissonverteilung
i
p; = _—e_)‘, 1=0,1,2,....
1!

Definition 10.8 (Erwartungswert) Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : @& — R eine reelle
Zufallsvariable. Dann ist

B(X) = /X(w)dP(w)
der Erwartungswert von X.

Bemerkung 10.9 Mit der Bildmakformel ist E(z) = [, XdP = [ xd Px. Man setze einfach f(z) = 2 in
der Bildmafiformel.

Beispiel 10.10 Sei (2,4, P), X : Q = R, X(Q) = {a,b}. Sei p die Wahrscheinlichkeit von X (w) = a.

Dann ist
Px = pda + (1 —p)ds.
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Damit ist

E(X):/]RdeX

:/xpd5a+/x(1—p)d5b
R R
= ap+b(1 —p).

10.2 Lineare Abbildungen des Lebesgue-Mafies
Bekannt:
(i) Sei p: B(R™) — [0, o0] ein translationsinvariantes Maf mit p ((0,1]™) < co. Dann ist
= p((0,1]") A™.
(ii) A™ ist das einzige translationsinvariante Mafl p mit
p((0,17) = 1.

Ziel: Sei T': R™ — R"™ eine lineare regulire Abbildung. Wie berechnet sich A%.?
Satz 10.5 Sei T : R™ — R"™ gegeben durch T'(x) = Dx mit D eine regulire Matrix. Dann gilt
1

n n

AL = —
T [det(D))

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen A% : B(R™) — [0, 00] ist translationsinvariant.
Sei B € B(R™), © € R™ beliebig fest. Zu zeigen ist A%.(z + B) = M (B). Es ist:
Mz + B) = AT Yz + B)) = \"(T ‘e +T7'B) = \"(T"'B) = \}(B).

Wir wissen also, dass A = A5((0, 1)™)A™.
Schritt 2: Zu zeigen bleibt

1
n ‘/[/ n = —-———— 1 ‘/[/ n = 1 n'
/\T ( ) |det D| ’ wobei (Oa ]

(i) Sei D = diag(di,ds,...,d,) mit d; € R\ {0} fiir alle j.
_ 1 Produkt-Ma® 1 1 1
DW= A (T, [ =—(0.1 = m A =on)l=10,— = — .
XUDTWT) =X ( =t (dj(o’ )>) i=1A (dj(o’ )> 9=t d;| | det D)

(ii) Sei D eine orthogonale Matrix. Wir withlen als Testmenge die Einheitskugel B := B1(0) = {z € R" : |z| < 1},
weil die unter orthogonalen Matrizen invariant ist.

Ay(B) = A"(D7'B) = A"(DTB) = \"(B).

Da det D = +1 fiir orthogonale D, gilt A} = \dTl(DH)\n‘
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(iii) Sei D € R™*" reguldr. Nach Lemma 10.6 ist D = S;ASs mit S;, Sy orthogonal und A diagonal mit
positiven Diagonal-Eintrégen.
NA(W™) = XM (D W) = A(STATLSTw) (At ST
1 1 1
AT (W™) =2 =
| det A| (W) [det A|] |det(D)|’

= |det A7 A(STW™) =
N——
=1/|det A|

weil det(S1AS2) = det Sy det A det Sy = det A.

O

Lemma 10.6 Sei M € R™"*™ reguldr. Dann existieren O, 02 € R™"*™ orthogonal und A = diag(dy, da, . ..d,)
mit d; > 0 fiir alle j, sodass M = O1AOs.

Beweis. ... O

10.3 Transformationsformel

Satz 10.7 Seien U,V C R" offen und ® : U — V ein C'-Diffeomorphismus (d.h. ® ist bijektiv, ® und ®~*
sind stetig differenzierbar). Sei D® die Jacobimatrix. Dann gilt:

Eine messbare Funktion f : V — R ist genau dann (Lebesgue-)integrierbar (d.h.€ L!(V)), wenn
(fo®)|detDg|: U - R

auf U Lebesgue-integrierbar ist (d.h. € L'(U)). Und es gilt:

/ Fly) AN (y) = / (f 0 ®)(«)] det Da(z)| d A" (@) (1)
v =dy v =:dx

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir eine Treppe f = xg(a) mit A € B(U). Die Verallgemeinerung auf
messabre f ist wie immer. Beachte, dass wegen der Messbarkeit von ® und @1 gilt A € B(U) & ®(A) € B(V).

Sei also f = xa(a) mit A € B(U). Esist [, f(y)dA"(y) = \*(®(A)) und
/ (f o ®)(z)|det D®(z)|d\"(z) = / (X®(a) © ®)(x)|det D(z)[ A" (x)
U U

- / ya(2)] det DB(z)| AN (z) = / | det DB()| A" (x).
U A

Zu zeigen ist also
A (B(A)) = / | det DB(z)] dA™ (x) fiir alle A € B(U). (8)
A

Dies wird per Induktion in n gemacht.

(i) n=1:
Sei A erst ein Intervall, A := [a,b]. O.B.d.A. sei ®'(z) > 0 fiir alle z € U.

b
/\1(<I>(A)):Al([tb(a),tb(b)]):<I>(b)—<1>(a):(R—)/ @’(x)dx:/[ . <I>’d)\1:/A|‘I>’|d)\1.



Wir miissen noch zeigen, dass dies fiir alle A € B(U) gilt. Sei dafiir u(A) := \(®(A)),v(A) := [, [®'|dAL.
Beide p und v sind Mafse auf B(U), die identisch auf der Menge der kompakten Intervalle [a,b] sind.
Da solche Intervalle B(U) erzeugen, folgt aus Korollar 4.5, dass p = v auf B(U).

Fiir das weitere reicht es zu zeigen, dass (8) lokal zu jedem p € U gilt, d.h. auf einer Umgebung von p.
Man kann dan ndmlich U mit abz&hlbaren vielen solchen Umgebungen iiberdecken und da beide Seiten
von (8) o-additiv sind, folgt (8).

(n—1) - n:
Sei ® : U — V ein C'-Diffeomorphismus und p € U. Es ist D®(p) # 0. O.B.d.A. sei 9,, ®1(p) # 0. Wir
definieren ¥ (z) := (®1(x), 22,...,2on)7. Es ist

O, @1 Opy®1 ... O, B
1
DV =

1

Also det DU(p) # 0. ¥ ist daher (Satz iiber die inverse Funktion) ein lokaler Diffeomorphismus auf
einer Umgebung von p. Fiir p := ® o U1 gilt p(y) = (y1, p2(y), - - -, pu(y))- Deshalb

P=poV,

wobei beide p und ¥ mindestens eine Variable fest lassen.

Als néichstes argumentieren wir, dass es reicht nur die ® zu betrachten, die die erste Variable fest lassen.
Erstens gilt, dass falls (8) fiir zwei Diffeomorphismen ®; : U — V und ®, : V. — W gilt, so gilt es auch
fir (bg o (Dl, da

[ 5e1ds= [ (70 @2)0)|det Doy dy = [ (70 B2 0 01)(w)] det(D2) (@1 (2))] det D (0)]da
w \4 U

und weil nach der Kettenregel D(®y 0 ®1)(x) = (DP3)(P1(2))DP(x). Zweitens wissen wir, dass (8)
fiir Permutationen P gilt (da diese | det P| = 1 erfiillen).

Wir kénnen nun @ als eine Verkettung einer Permutation P und zweier Diffeomorphismen, die die erste
Variable fest lassen, schreiben: B

P=poV =poPoV,
wobei W(z) = (z1, Us(z),..., ¥, (z)). Daher reicht es nur die ® zu betrachten, die die erste Variable
fest lassen.

Sei also
O (t,7) — (t,P4(T)) mit T := (x2,23,...,Tn)
und
QU ={ZcR" 1 (t,7) U} - R
Es gilt
1[0 0
Do(t,z) = | = D, ()
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und daher det D®(t, ) = det D®4(Z). Fiir dieses  ist
:/)\” Ho(A)) dA (1) = /A”’l(ét(At))d/\l(t)
R R
:/< \det D®, ()| A\ 1(F )) AL (¢)
R \J4

Z/ (/ XA, |det D®(t, )| A" (Z )) dX\' (1)
R Rn—1
:/ X4 |det DO| dA™ :/ |det D®| dA™,

n A

wobel wir zwischen der ersten und der zweiten Zeile die Induktionsvoraussetzung und im vorletzten
Schritt den Satz von Tonelli benutzt haben.

O

Bemerkung 10.11 Gleichung (7) erlaubt uns fiir einen C!'-Diffeomorphismus ® : U — V mit U,V C R®
offen das Bildmafi A} darzustellen. Es ist ndmlich

A2 (A = [ |det DO dA™
A/

fiir alle A" € B(V).

Um dies zu zeigen, verwenden wir erst die Definition vom Bildmaf& AL(A) = (@A) = f<I>—1(A’) 1dA, (2).
Mit der Transformation z = ®~1(y) ist nun fq} a1 dAn(z) = [,, |det DO (y)[ A" (y).

Beispiel 10.12 (Volumen eines Paraboloidschnittes) Fiir das Paraboloid z = (£)?+(¥)? mit z € [0, h],h > 0

ist der Volumen
V:/ / 1d(w,y)d2=4/ / / 1dydzdz
(0.0 J ()2 ()2 < o) J0.avz J[0.6y/2—(Z)7]
:4/ / by/z — (£)?dzdz
[0,h)] /[0,a+/z] \/—

Mit der Transformation z = ®(t) := \/zasint ist

V= 4/ / abz cos? tdt dz,
[0,h)] /[0, /2]

da D®(t) = y/zacost = | det D®(t)]. Also ist

h w/2 h h2
V:4ab/ z/ cos2tdt:7rab/ zdz = mab—.
0 0 0 2

Beispiel 10.13 (Schwerpunkt) Fiir ein G € B(R™) mit A"(G) < oo heifst

1 n n
TG = )\”(G)/Gxd/\ () eR

der Schwerpunkt von G.

Wir berechnen den Schwerpunkt der rechten Hélfte der Ellipse (£)? + (%)% = 1. Offenbar ist zg2 = 0. Wir
4a

zeigen, dass g1 = 37.
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11 Die Faltung
Definition 11.1 Seien f € L'(R") und g € LP(R"),p € [1,oc]. Dann heift

(fxg)(x) = - flx—y)g(y) dA\"(y)

die Faltung von f und g¢.

Bemerkung 11.2 Die Wohldefiniertheit von (f * g), d.h. die Integrierbarkeit von f(z — -)g(-), wird unten
gezeigt.

Motivation
1. ODEs: Fiir dz/dt = Az + f(t),2(0) = o mit A € R™*" f: R — R" stetig und zy € R" ist die Lésung

x(t) = eMtug + fot eA=9) f(s)ds. Es ist also z(t) = e*ug + (T * f)(t), wobei T(t) := e, falls wir
f(t):=0fiir t <O und T(¢t) := 0 fiir t < 0 setzen.

2. PDEs Fiir die Warmeleitungsgleichung u; = Au,z € R™, ¢t > 0 mit u(z,0) = wup(x) ist die Losung
u(@,t) = (ps % uo)(x), wobei py(x) = (2mt)~"/2el1/(40),
11.1 Die Faltung in L'(R")
Aus f,g € L*(R") folgt nicht, dass fg € L*(R"). Ein Beispiel (fiir n = 1) ist f(t) = g(t) = e~I*l|t|~1/2. Die

Funktion e~2|¢|=! ist nicht in L' (die Singularitiit in ¢ = 0 ist zu stark). Anders als das Produkt, ist die
Faltung fiir f,g € L'(R") aber definiert:

Satz 11.1 Seien f,g € L'(R"). Dann ist

/Rn If(z —y)llg(y)] AN (y) < o< fiir f.a. z € R"

und es gilt f * g € L'(R") und
1f % gllr@ny < [[fllzr @y lgllzr gn)-
Auferdem gilt die Symmetrie fx g = g f.

Beweis. ... 0
11.2 Die Faltung in LP(R"), p € (1, o0]
Satz 11.2 Seien f € L'(R"),g € LP(R"),p € (1, 00]. Dann ist

[ 186 = )lls) 3" (@) < oo fis fa. o € B

und es gilt f* g € LP(R™) und die Youngsche Ungleichung fiir Faltungen
If *gllze@ny < 1fller @y lgll Lo @n)-

Beweis. ... 0
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Glattung durch Faltung
Definition 11.3 Sei f : R™ — R. Der Tréger von f ist

suppf := {z € R" : p(z) # 0}.
Der Raum der Testfuntionen auf R™ ist

C(R™) :={p € C°(R") : supp ¢ kompakt}.

Der folgende Satz zeigt, dass die Faltung mit einer Testfunktion glittet.
Satz 11.3Sei f € LP(R"),p € [l,00] und ¢ € C*(R"). Dann ist ¢ x f € C*°(R™) N LP(R™) und
De(p x f) = D*p « f fiir alle Multiindices o € Njj.

Bemerkung 11.4 Ein Multiindex ist ein Vektor o = (a1, ..., ay) € Nj und wird bei Ableitungen eingesetzt.
sist D% := 031052 ...03"g.

1 “T2

Beweis. Wegen dem kompakten Triiger ist D%p € L*(R") fiir alle o € Nj}. Aus Satz 11.2 folgt D¥p(x—-)f(-) € L!
fiir f.a. . Aus dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz (genau aus Lemma 7.4) folgt, dass

DW@*ﬁ@O=D“/ o - dy= | De(e —y)f)dy

n Rn

und dass ¢ * f € C°(R™). Aus der Youngschen Ungleichung fiir Faltungen folgt

1D (@ H)llze < D@l fllze < oo
Also D*(p * f) € LP(R™). O
11.3 Approximation von L’(R") durch C°(R")

Definition 11.5 (Approximation der Eins (Dirac-Folge)) Eine Folge (¢)r C L'(R") heiRt eine
Approximation der Eins (AdE) (oft auch Dirac-Folge genannt), falls

(i) ¥r >0 fii., [y, ¥i(z)de = 1 fiir alle k.
(i) flleT Yr(r)dr — 0 (k — oo) fiir alle r > 0.

Satz 11.4 Sei p € [1,00). (¢¥x)r C L'(R™) sei eine AdE. Dann gilt
Y x f — fin LP(R") fiir k — oo
fiir jedes f € LP(R™).

Beweis. ... 0

Bemerkung 11.6 Man kann sich fragen, ob es iiberhaupt welche AdEs gibt. Die Antwort ist positiv, da fiir ein
beliebiges 1) € L*(R™) mit ¢ > 0 und [, ¢ () dz = 1 eine AdE durch ¢y (z) := k™(kz), k € N gegeben ist.
Offenbar ist ¢, > 0 und mit der Transformation y = kx erhélt man [, ¥x(x) de = k" [o, (kz)dz = [, ¢(y)dy = 1.
Aufserdem
wlde= [, vwdy= [ v@dy-o.

ly|>kr

|| >r |Z|>r

weil ¢ € L' (R™).
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Beispiel 11.7 (Friedrichs Mollifier) Wichtige AdEs sind die, die auch glatt sind. Auf englisch heifsen sie
“mollifiers”. Eine typische C°(R™) AdE wird konstruiert aus

1
cpe =Pz <1
e :={ =

0, sonst,

wobei ¢, so gewdhlt wird, dass [p, ¥(z)dz =) [ ) ¥(2) dz = 1. Wir setzen dann

() = e7"P(Z)
und, z.B., mit ¢ = k! erhiilten wir die AdE ¢y (z) := @1 (z) = k"p(kx).

Es gilt suppy. C B:(0) und [p, ¢-(x)dz = 1. Nach Satz 11.4 gilt . x f — f (¢ — 0) in LP(R") fiir alle
f € LP(R™). Nach Satz 11.4 ist f. := g. * f € C(R™) 0 LP(R™).

Wir sehen also, dass C*°(R™) N LP(R™) dicht in LP(R™) liegt, d.h. jede LP(R™)-Funktion kann in LP-Sinne
durch eine C*>°(R™) N L?(R™)-Folge approximiert werden.

Es gilt sogar

Korollar 11.5 C°(R™) N LP(R™) ist dicht in LP(R™) fiir alle p € [1, 00).

Beweis. ... 0

12 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation kann man verstehen als eine Zerlegung von kontinuierlichen Daten (von einer
Funktion auf R™) in Sinus oder Kosinus-Wellen. Die Fourier-Transformation wird in vielen Bereichen ange-
wandt, wie z.B. in der Signal-Verarbeitung, Bild-Verarbeitung, in PDEs in R™ und viel mehr.

Definition 12.1 Fiir komplexwertige Funktionen f : R™ — C ist

LP(R™,C) == {f : R" - C: R(f), 3(f) € LP(R™), p € [1, 0]}

Definition 12.2 Sei f € L'(R", C). Die Fourier-Transformation von f ist

R” - C
FI { k= (Ff(k) = [zn flx)e Fodx.

~

Die kurze Notation ist f(k) := Ff(k).

Satz 12.1 Sei f € L}(R",C). Dann

1. [ € C(R",C), supege |F(k) < IIfl1:
2. Falls g € LY(R", C), dann F(f * g) = f4.
3. Falls f € CJ*(R",C) und D*f € L*(R") fiir alle Multiindices o € N mit < a| < m, dann

F(Df)(k) = (ik)* f(k)

~

fiir alle @ € Njj mit 0 < |a| < m und es gibt ein ¢ > 0, sodass |f(k)| < ¢(1+ |k|)~™ Vk € R™-
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4. Falls z — |z|™ f(z) in R" integrierbar ist, dann f € C™(R", C) und

D*f = F(pf).
wobei p(x) = (—ix)®.

Bemerkung 12.3 Fiir einen Multiindex o € Njj und ein k € R™ ist k* := k7" k52 ... kon.

Bewets. ... 0
Lemma 12.2 Fiir f,g € L'(R",C) ist [, f(k)g(k)dk = [, f(k)g(k)dk.

Beweis. ... O
Lemma 12.3 Fir

R™ - R

v —|?
re
2

gilt B(k) = 7/2e= 1 (= 77/20(k/2)).
Beweis. ... O

Lemma 12.4 Sei f € L'(R",C),h € R",e > 0 und f. := ¢ "f(¢~!.). Dann gilt

(i) F(f(h—))(k) = e " F(—k),

Beweis. ... 0

Satz 12.5 (Inversionssatz) Sei f € L'(R",C) der Art, dass auch fe L'(R",C). Dann gilt fiir f nach einer
Abénderung der Werte auf einer Nullmenge, dass f stetig ist und

n

f@) = @m [ e F b
fir alle x € R™.
Beweis. ... 0

Als niichstes mdchten wir die Fourier-Transformation auch fiir L?(R™)-Funktionen definieren. Dafiir brauchen
wir den

Satz 12.6 (Satz von Plancherel) Sei f € L*(R",C) N L?(R",C). Dann ist fe L?*(R™) und
I £lz2@ny = 2m)™ 2| fllz2@n)-

Beweis. ... O
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Fiir die Definition der Fourier-Transformation von f € L?(R",C) gehen, wie folgt, vor. Es gibt eine Folge
(fi)e € LY N L2 mit f, — f in L? fiir k — oo, weil C2° dicht in L? liegt und L' N L? D C°. Aus Satz 12.6
folgt R N

[ fm = fallze = (27")n/2Hfm — fallLe.

Da (fx)r Cauchy ist (in L?), ist auch (ﬁ)k Cauchy. Also ist (fk)k konvergent. Wir nennen den Limes f.

13 Das Oberflichenintegral

Das Ziel ist die Integration von Funktionen definiert auf Oberflichen (genauer auf Untermannigfaltigkeiten).
Zum Beispiel mdchte man eine Funktion iiber die Sphere in R? integrieren.

Definition 13.1 Sei 1 < m < n. Eine Menge M C R" heift m-dimensionale Mannigfaltigkeit (UM) des R™,
falls es zu jedem p € M eine offene Umgebung U C R™ von p und einen Diffeomorphismus ® : U — ®(U)
gibt mit

B(MNU) = (R™ x {Ogn-n}) N B).

Die Existenz solches Diffeomorphismus bedeutet, dass M lokal wie ein flacher Unterraum aussieht, z.B. eine
2-dimensionale UM M in R? kann in der Nihe von jedem p € M durch die Tangentenebene approximiert
werden.

13.1 Flicheninhalt fiir parametrisierte Flichenstiicke

Eine Pareametrisierung einer n—dimensionalen UM M C R"** heift das finden einer Funktion f (mit
bestimmten Eigenschaften) von n Variablen, die M als Bild hat. Dies ist oft unmoglich und man kann M nur
stiickweise parametrisieren. In diesem Abschnitt definieren wir das Flacheninhalt fiir solche parametrisierte
Flachenstiicke.

Definition 13.2 Sie U C R" offen, f € C1(U,R"*%).

(i) f heift eine Immersion, falls D f(z) maximalen Rang (d.h. n) hat fiir alle z € U. Das heifit Df(x) : R® — R"**
ist injektiv.

(ii) Die Gramsche Metrik von f ist erzeugt durch g(z) := Df(z)T Df(x), d.h.

,ug(E):/EDf(x)TDf(x)dx VE C B(U).

(iii) detg = det(DfTDf): U — [0,00) heifit die Gramsche Determinante.

Bemerkung 13.3 e Immersionen werden spater zum Parametrisieren von Flichen benutzt.

e g ist offenbar symmetrisch. Aufserdem ist fiir alle v € R
vig(x)o =" Df(x)" Df(x)v = [Df(z)v|* > 0.
Also ist g(z) positiv semidefinit. Alle Eigenwerte \;(x) sind also nichtnegativ und

det g(x) =1II7_  \j(x) > 0.
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Definition 13.4 Sei f € C1(U,R"**) eine Immersion und U C R" offen. Fiir E € B(U) heift

A (f, E) ::/E\/detg(m)d)\n(x)

der n—dimensionale Fldcheninhalt von f auf E.

Beispiel 13.5 (Lénge einer Kurve)

Wir wihlen n = 1 und U ein Intervall. Eine Immersion f € C'((a,b), R*¥) ist also eine regulére Kurve
in R'**. Fiir t € (a,b) ist g(t) = |f'(t)|> und Ai(f, (a,b)) = f; |f'(t)|* dt. Dies ist die uns schon bekannte
Formel fiir die Kurvenlédnge.

Beispiel 13.6 (Flicheninhalt der Einheitssphére)

Wir wihlen n = 2 und betrachten die Einheitssphire in R3, also S? := dB;(0) C R3. Passende Parametriesi-
rung sind die sphérischen Koordinaten (also Kugelkoordinaten mit r = 1):

sin 0 cos
f:(0,7) x (=m,7) = R® f(0,0) = | sinfsingp
cosf

Es gilt
f(0,7) x (=m, 7)) =S*\ {z € R® : 21 < 0,25 = 0} =: S?\ %.

Weil Xy nur eine Kurve ist, erwarten wir, dass A(S?) = Aa(f, (0,7) x (=7, 7)).

Wir haben
cosfcosp —sinfsing
Df(0,9) = | cosfsinp sinfcosy |,
—sind 0
also

und det g = sin? 4. Es folgt
As(f,(0,7) x (=7, 7)) = / / sin @ dyp df = 4.
0 -7
Beispiel 13.7 (Graph einer R¥-wertigen Funktion u € C1(U, R¥) mit U C R")

Sei f:U — R"* g+ (2,u(x)). Das Bild von f ist also der Graph von u. Es ist

Df = @2) . g=DfTDf =1d, + DuT Du.

Im Spezialfall von k =1 ist
g(x) =1d,, + Vu(z)Vu(z)’.

Um det g(x) zu berechnen verwenden wir eine orthogonale Diagonalisierung von g - die gibt es wegen der
Symmetrie von g. Also es gibt eine orthogonale Matrix @), sodass

7=0"9Q
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diagonal ist. Weil |det Q| = 1, ist det g = det g. Durch eine Anderung der Basis, konnen wir die erste Spalte
von @ als (|Vu(z)])~'Vu(z) wihlen. Also

Q = (F1,Es, ..., E,), wobei Vu(z) = E1|Vu(x)|.
dann gilt

7=Q"9Q =Q"IQ+ Q"Vu(2)Vu(z)"Q = I + Q" ELEY Q|Vu(z)|*
1+ |Vu(z)?
1

1

Also, det g = det g = 1+ |Vul?> und A, (f,U) = [, /1 + [Vu(z)]?dz.

Lemma 13.1 (4,, ist unabhinging von einer Reparametrisierung) Seien U,V C R" offen, f € C1(V,R"**)
eine Immersion, ® : U — V ein C'—Diffeomorhismus. Dann ist auch f o ® : U — R"** eine Immersion und

An(f,®(E)) = An(f o ®,E) VE € B(U).

Beweis. ... 0

13.2 Flicheninhalt von Untermannigfaltigkeiten

Lemma 13.2 (0-Kompaktheit von UMen) Jede n—dimensionale UM M in R"** kann als abzéhlbare Verei-
nigung
M:Um
i€N
von kompakten Mengen K; C R"** dargestellt werden.
(ohne Beweis)

Definition 13.8 Sei M C R"** eine n—dimensionale UM. Eine lokale Parametrisierung ist eine injektive
Immersion f:R"” D U — M mit U offen.

Lemma 13.3 Sei M C R"** eine n-dimensionale UM. Dann existieren offene Mengen U;,i = 1,2,... und
lokale Parametrisierungen f; € C*(U;, M), i = 1,2, ..., sodass

M= £i(Wy).

ieN
Beweis. ... 0

Definition 13.9 Sei M C R"** eine n—dimensionale UM. E C M heift messbar, falls f~1(F) c R»
Lebesgue-messbar ist (d.h. f~1(E) € M n)-) fiir jede lokale Parametrisierung f : U — M.

Lemma 13.4 Sei M C R™t* eine n—dimensionale UM.

o M :={FE C M : E messbar} ist eine o-Algebra.
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e B(M)cCc M
e J! Mal pps auf M, sodass

pnr(E) = /f oy VD@D 1)

fiir jede Parametrisierung f : U — M und jedes E C f(U) N M.

Das Maf pps heifst das Flichenmafs von M.

Beweis. Im ersten Schritt beweist man, dass M geschrieben werden kann als M = U;enM; mit (M;); paar-
weise disjunkt und sodass fiir jedes i es eine lokale Parametrisierung f; : U; — V; mit U;, V; offen und
M; C V.

O

Satz 13.5 Sei M C R"** eine n—dimensionale UM, M = U;eyM; mit (M;); paarweise disjunkt, M; C Vi
und wobei f; : U; — V; lokale Parametrisierungen wie im Beweis von Lemma 13.4 sind. Sei v : M — R
messbar und u > 0 oder u beziiglich ujy; integrierbar. Dann gilt

/M wdping = ; /mei) ulfi(@))\/det DT (@)D fi(x) AN (x).

Beweis. ... 0

Lemma 13.6 (Ahnlichkeitstransformation des FlichenmafRes) Sei 7 : R*t* — R** 41— Ty := kQ(y+a),
wobei k > 0,a € R"* und Q € R(*F)x(+k) eine orthogonale Matrix ist (solches T heift eine Ahnlichkeit-
stransformation). Sei M C R"* eine n—dimensionale UM. Falls U : T(M) — R pp(pr)-messbar ist, dann ist
woT pp-messbar und

/ u(q) dppan (q) = &" / u(T(p)) dpn (p),
T(M)

M
falls die Integrale existieren.

(ohne Beweis)

Satz 13.7 (Zwiebelformel) Sei v € L'(R"*1), dann ist u fiir alle r € (0,00) auf 9B,.(0) integrierbar
beziiglich psp, (o) und es gilt

/ ud)\"+1=/ / udpsp, (0) dr:/ r"/ u(ry) dus» (y) dr,
Rrt+1 o JoB,(0) 0 n

wobei S" = 9B;(0) C R™*! die Einheitssphire in R" 1 ist.

Beweis. ... O
Beispiel 13.10 (Volumen und Flicheinhalt von B! (0) ¢ R™+1)

Sei u := XBr+1(0)-

:X[0,1)(7’)

WEEO) = [ wantt = [T [ ) e
Rn+1 0 n v
1

n n _ 1 n
_/0 i (87) dr = — i (8.
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Also vol(B"™1(0)) = —Area(S™). Zum Beispiel, vol(B3(0)) = 47 und Area(S?) = 4.
1 n+1 1 3

14 Der Gaufische Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz ist ein Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential und Integralrechnung
auf mehrere Dimensionen. Fiir eine Funktion f: ) — R"™ driickt er das Integral iiber 2 C R™ der Divergenz
divf =>"" | 0, f; als ein Flichenintegral {iber 9.

Satz 14.1 (Partielle Integration) (i) Fir f € C*(R™) mit f,9,,f € L'(R") fiir alle j = 1,...,n ist
Jgn O, f X" = 0.

(ii) Seien f,g € C*(R™) mit fg,g0., f, fOz,9 € L*(R™). Dann gilt

/ 90, fAN" = — [ 8, gd\".

R™

(ohne Beweis)

Definition 14.1 Sei Q C R™. Q hat C'—Rand, falls es fiir jedes p € 90 eine Rotation R, ein U C R !
offen, ein offenes Intervall I C R und ein v € C(U, I) gibt, sodass

R(p)eUxTund RQ)NU xI)={(y,r) eU xI:r<u(y)}

Q mit einem C'—Rand lisst sich also lokal als Subgraph schreiben.

Lemma 14.2 Sie Q C R” offen mit C*-Rand 9Q.Dann ist 99 eine (n — 1)—dimensionale Untermannigfal-
tigkeit in R™.

Lemma 14.3 Sie 2 C R” offen mit C'-Rand 9. Es gibt ein v : 9Q — R, sodass fiir alle p € 6%

o v(p) L T,00 (wobei T,,0Q der Tangentialraum zu 02 im Punkt p ist)

lv(p)| =1

p—+rv(p) ¢ Q fiir alle » > 0 klein genug

v: 00 — R™ ist stetig

(ohne Beweis)
Bemerkung 14.2 e Die Vektor-Funktion v heifft die dufiere Normale von 2 in p € 0.

e Mit U und I wie in Definition 14.1 mit p = (y, u(y)) ist

T,0Q = span { (Vu(zl) ' 61) s (VU(ZTS‘_len_l) } :

wobei e; der j—te kanonische Einheitsvektor in R 1ist fiir j =1,...,n — 1. Es its also
1 —Vu
Vﬂ(p) = 5 ( 1 (y)) :
V1t [Vu(y)|
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Definition 14.3 Sei Q C R” offen mit C*-Rand und m € Ny. Wir definieren
CHQ) :=={f € C*(Q,R") : f und V[ kénnen stetig auf Q fortgesetzt werden}.

Lemma 14.4 (Spezialfall von Gauf) Sei 2 C R" offen und U, I wie in Definition 14.1 mit I = (a, b). Falls
f € CHQ,R™) mit supp(f) kompakt in U x I, dann

/divfd)\":/ f-vdusa.
Q o0

Beweis. ... O

Das letzte Lemma behandelt den Fall, wenn der Triger von f in einer Umgebung U X I liegt, wo € als
Subgraph geschrieben wurde. Um diesen lokalen Fall auf ganzes 2 fortzusetzen brauchen wir

Lemma 14.5 (Teilung der Eins) Sei K C R" kompakt und (4;);c; eine offene Uberdeckung von K
(Indexmenge I beliebig). Dann existiert eine Teilung der Eins zu (A;);, d.h. es gibt eine eindliche Indexmenge
J und Funktionen 9¥; € C°(R", [0,00)),j € J, sodass

> icsvi(@)=1Vre K

o Vjc JI €l :suppd; C A;

(ohne Beweis)

Satz 14.6 (Satz von Gaufl) Sei 2 C R" offen, bechrinkt mit C'—Rand und sei f € C'(Q,R"). Dann gilt

din d\" = f vV d/.LaQ.
Q o0

Beweis. ... O

Beispiel 14.4 Der Satz von Gaufs ermoglicht die Berechnung von fBQ h dpsqo ohne das Flachemafs bestimmen
zu miissen - falls h die Form f - v hat fiir ein f € C1(Q).

Wir berechnen als Beispiel [ := fSQ % L2 -
. x . 224222 . 3x . .
Weil vge = \/ﬁ (é), gilt ?:/916?%293% = f-vs2 mit f:= (2:3;) Weil divf = 5, folgt

20
I= / 5d\* = 5 vol(B}(0)) = .
B}(0) 3

Beispiel 14.5 (Gauf fiir den Quader) Hier berechnen wir fQ div f d)? fiir einen Quader in R? mit Hilfe
des Hauptsatzes der Differential und Intergalrechung und des Satzes von Fubini. Wir erhalten damit einen
Spezialfall des Satzes von Gaubk.

Sei Q = (a1,b1) x (a2,b2) C R? und seien Ki, K», K3, K4 die Kanten von @, wobei K1 = {a1} x (ag,b2)
und die Enummerierung von K ist gegen den Uhrzeigersinn. Wir notieren, dass die &uffere Nornmale gleich
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—e1, —eg,e1 und ey ist auf Ky, Ko, K3 und K, (beziehungsweise). Sei f € C!(R?,R?).

b1 b2
/lefd)\2 :/ 8z1f1(:£1,:c2) +8$2f2(331,1'2) dl‘g dSUl
al a

2

b2 bl
= fi(b1,z2) — fr(a1, x2) dzs + fa(x1,b2) — fa(x, a2) day
ag ay
= [ [-erdpag +/ [ (—e1)dpag +/ feadpag + | f.(—e2)duag
K3 Ky Ky Ko
= f-vadusq,
20

wobei der letzte Schritt gilt, weil die Eckpunkte eine Nullmenge auf 0@ bilden.

Dass das Flichenmafs dusg in den obigen Integralen richtig ist, ist einfach zu sehen. Zum Beispiel fiir K ist
eine lokale Parametrisierung ¢ : (ag,bs) — K1, 29 +— (a1,72)7. Also Dy = (0,1)T und Dp? Dy = 1. Damit
ist fiir eine (euf dem Rand messbare) Funktion u

b2

/Klud,an = [p_l(Kl)u(go(xg))\/detho(xg)TDgo(xg) dzo =/ u(ay, x2) dzs.

az

Korollar 14.7 (Greensche Formeln) Sei (2 C R" offen, bechrinkt mit C'—Rand.

(i) Falls u € C1(Q,R),v € C?(Q,R), dann

/ (uAv + Vu - Vo) d\" = / uVv - vg dpsq.
Q o

(ii) Falls u,v € C?(,R), dann

/ (uAv — vAu) dA\" = / (uVv — vVu) - v dugg.
Q Ele)

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Satz von Gauf, weil in (i) div(uVv) = Vu - Vo + vAv und in (ii)
div(uVv — vVu) = ulAv — vAu. O
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