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Handout: Gaulischer Integralsatz, Greensche Identitaten

Definition. Fin Gebiet Q C R" ist eine offene zusammenhingende Menge und es heifit ein C1-Gebiet
(Lipschitz-Gebiet), falls gilt: Zu jedem Punkt xo € O ezistiert eine Umgebung U C R™ von xy und
ein geeignetes Koordinatensystem, so dass U N 0 in diesem Koordinatensystem als Graph einer
Cl-Funktion (Lipschitz-Funktion) dargestellt werden kann.
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Abbildung 1: Beispiele von beschrinkten Gebieten in R?. (a) ist C*, (b) ist Lipschitz, wihrend (c)
nicht Lipschitz ist wegen dem Kurvenkehrpunkt.

Im Folgenden bedeutet de = d£"(x) und dS(z) = dH" !(x), wobei £L" und H" ! das n—dimensionale
Lebesgue-Maf bzw. das (n — 1)-dimensionale Hausdorff-Maf sind. Oft schreiben wir nur dS statt
dS(z). dS wird fir Integrale iiber (n — 1)-dimensionale Flichen in R™ benutzt.

Theorem (Gaulischer Integralsatz). Sei Q2 C R" ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und sei v der
dufere Einheitsnormalenvektor (definiert fast iberall) an 0Q2. Dann gilt

of d:U:/ fv; dS
o Ox; N

fiir jede Funktion f € C1(Q). Das

Dies ergibt sofort die bekannte Form

/V-Fdx—/ F-vdS
Q 15)9)

fiir Vektorfelder F': Q — R”, fiir die F; € C1(Q),i=1,...,n.
Weitere Folgerungen sind die folgende partielle Integration und die Greensche Identititen.

Theorem (Partielle Integration). Sei Q@ C R" ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und sei v der
dufere Einheitsnormalenvektor an 0. Dann gilt fiir alle u,v € CY(Q) undi=1,...,n

/U@miudx:—/uﬁmivdw—i—/ uwoy; dS.
Q Q o0
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Theorem (Greensche Identititen). Sei Q C R™ ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und sei v der
dufere Finheitsnormalenvektor an 02. Dann gilt

/Auda:: Vu - vdS,
Q o0

/Vu-Vvdxz—/uAvda:—F/ uVv - vds,
Q Q o0

/(uAU —vAu)dx = / (uVv —oVu) -vdS
Q oN

fiir alle u,v € C?(%).



