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Aufgabe 1: (25 P) (Poisson-Gleichung auf dem Ganzraum)
Betrachte fiir f € C2(R",R) die Poisson-Gleichung —Au = f in R™. Zeige, dass jede beschrinkte
klassische Losung die Form u = @ x f + ¢ fiir eine Konstante ¢ € R hat.

Man sollte sich erst iiberzeugen, dass das Resultat nicht direkt aus den in der Vorlesung bewiesenen
Sétzen (Satz 2.5, Greensche Funktion, Eindeutigkeit, ...) folgt.

Vorschlag: Zeige, dass Oy, (u — @ * f) = 0 fiir jedes j € {1,...,n}. Benulze eine Abschilzung fir
Ableitungen harmonischer Funktionen.

Aufgabe 2: (30 P)
(a) Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet und u : Q@ — R. Sei f: R — R konvex. Beweise:

(i) Falls u harmonisch in €2, dann ist f(u) subharmonisch in €.

(ii) Falls u subharmonisch in © und f monoton wachsend, dann ist f(u) subharmonisch in €.

(b) Bestimme fiir die Funktion |z|* mit o € R, fiir welche a die Funktion subharmonisch bzw.
superharmonisch auf B;(0) \ {0} ist.

Tipp zu (a): Nutze die Jensen’sche Ungleichung

Aufgabe 3: (20 P) (Hinreichende Bedingung fiir Superharmonizitit)
Sei  C R™ ein berschriinktes Gebiet und u € C(Q) erfiille u > Ty, r(u) in jedem Ball Bg(xp) mit
Bpgr(xg) C Q. Folgere, dass u superharmonisch in € ist.

Dabei ist Ty, r(u) die harmonische Liftung, die in der Vorlesung definiert wurde.

Aufgabe 4: (25 P) (Konvergenzsatz von Weierstrass)
Zeige den folgenden Satz:

Sei 2 C R™ ein berschréinktes Gebiet und (ug)ren C C(Q, R) eine Folge harmonischer Funktionen in
Q. Falls (ug)pen gleichmiRig auf OQ konvergiert, dann konvergiert (uy)ren gleichmiRig auf Q gegen
ein u € C(Q,R) harmonisch in Q.

Hinweis: Zeige fiir die gleichmdfige Konvergenz auf Q, dass (ug)s eine Cauchy Folge beziiglich der
Supremumsnorm in €0 ist.



