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Aufgabe 1: (15 P) Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz-Gebiet und a ∈ C(Ω,R) mit a(x) ≥ 0

für alle x ∈ Ω.

(a) Zeige, dass das Problem

−∆u+ au = 0, in Ω,

u = 0, auf ∂Ω

nur die trivilae Lösung besitzt.

(b) Zeige, dass das Problem

−∆u+ au = 0, in Ω,

∂νu = 0, auf ∂Ω,

wobei ν der äuÿere Normaleneinheitsvektor an ∂Ω ist, nur die triviale Lösung besitzt, falls a in

mindestens einem Punkt in Ω positiv ist. Welche nichttriviale Lösungen gibt es, falls a ≡ 0?

Hinweis: Teste die Gleichungen mit einer passenden Funktion. (Testen bedeutet das Multiplizieren

der Gleichung mit einer Funktion und das Integrieren über Ω.)

Aufgabe 2: (15 P)

Zeige, dass eine in Rn harmonische Funktion u ∈ L2(Rn,R) notwendigerweise die Nullfunktion (u ≡ 0)

ist.

Hinweis: Mittelwerteigenschaft und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Aufgabe 3: (25 P)

(a) Sei Ω ⊂ Rn o�en und beschränkt, q ∈ C(Ω,R) und φ ∈ C(∂Ω,R). Angenommen die Funktionen

u1, u2 ∈ C2(Ω,R) ∩ C(Ω,R) erfüllen

−∆u1 ≤ q in Ω, −∆u2 ≥ q in Ω,

u1 ≤ φ auf ∂Ω, u2 ≥ φ auf ∂Ω,

zeige, dass u1 ≤ u2 in Ω.

(b) Sei Ω ⊂ Rn o�en, so dass Ω ⊂ BR(x0) für ein x0 ∈ Rn und R > 0. Auÿerdem seien q ∈ C(Ω,R)

und φ ∈ C(∂Ω,R) und u eine klassische Lösung von

−∆u = q in Ω, u = φ auf ∂Ω.
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Zeige, dass dann für alle x ∈ Ω gilt, dass

m+
k

2n
(R2 − |x− x0|2) ≤ u(x) ≤M +

K

2n
(R2 − |x− x0|2),

wobei

m := min
x∈∂Ω

φ(x), M := max
x∈∂Ω

φ(x), k := min
x∈Ω
{q(x), 0}, K := max

x∈Ω
{q(x), 0}.

Aufgabe 4: (30 P)

Sei Ω := Rn \BR(0) für ein R > 0 und u ∈ C(Ω,R) harmonisch in Ω.

(a) Angenommen lim|x|→∞ u(x) = 0, zeige dass

sup
Ω
|u| = max

∂Ω
|u|.

(b) Ohne die Bedingung lim|x|→∞ u(x) = 0 gilt das obige Maximumprinzip nicht. Finde eine

Beispielfunktion, die dies bestätigt.

Hinweis zu (a): Betrachte die zwei Fälle K := max∂Ω |u| > 0 und K = 0. Für den ersten Fall

untersuche den Ring BR̃(0) \BR(0), der so gewählt ist, dass |u| < K auf Rn \BR̃(0).

Aufgabe 5: (15 P)

Formuliere und beweise die stetige Abhängigkeit von den Daten (also von h) für das Randwertproblem

−∆u = 0 in Ω, u = h auf ∂Ω

für Ω ⊂ Rn o�en beschränkt und h ∈ C(∂Ω,R).

Bemerkung: In der Vorlesung wurde bereits die Eindeutigkeit der Lösung gezeigt. Zusammen mit

der Existenz (kommt noch in der Vorlesung - mit zusätzlicher Bedingung an ∂Ω) erhalten wir also

mit der stetigen Abhängigkeit von den Daten ein Wohlgestelltheitsresultat für das Dirichletproblem.
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