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Aufgabe 1: (25 P) (Greensche Funktion in einer Dimension)

(a) Bestimme die Greensche Funktion zum Laplaceoperator fiir das Dirichletproblem auf Q :=
(0, L) C R. Die Greensche Funktion G : (0, L) x [0, L] — R muss im Distributionssinne

—8%6‘(3:, ) = 0y,
G(z,0)=G(z,L) =0
fiir alle x € Q erfiillen.

(b) Schreibe mit Hilfe von G die Lésung von

fiir f € C((0,L),R).
(¢) Wie lautet die Losung von —u”(z) = f(z), = € (0,L),u(0) = a,u(L) = b mit a,b € R.

Hinweis zu (a): G ist stetig, da radialsymmetrische harmonische Funktionen auf R\ {0} stetig sind.

Aufgabe 2: (30 P) (Symmetrie der Greenschen Funktion fiir das Dirichlet-Problem)
Sei 2 C R™ ein beschranktes Lipschitz-Gebiet und G die Greensche Funktion zum Laplace-Operator
fiir das Dirichlet-Problem auf Q, d.h. G(z,y) = ®(x — y) + w(x,y), wobei ® die Fundamentallssung
ist und w die Korrekturfunktion mit w(z,-) € C*(Q) fiir alle z € Q, Ayw(x,y) = 0 fiir alle z,y € Q,
w(z,y) = —®(z —y) fir alle z € Q,y € 00. Zeige, dass

G(z,y) = G(y,x) fir alle z,y € Q,z # y.

Hinweis: Fir frei gewdhlte x,y € Q,x # y definiere ¢(z) := G(x,z),¢%(z) := G(y,z). Betrachte
fir e klein genug, so dass Be(x) N Be(y) = 0, Be(x) C Q,B:(y) C Q, fQ\(Bg(x)UBg(y))w(x)Aqﬁ('z) —
d(2)AY(2) dz und zeige

0| D)D) — 6(2)AY(E) dz = vla) — oly) fiir e 0.
Q\(Be(z)UBe(y))

Verwende dafiir Lemma 2.8 aus der Vorlesung, sowie den Fakt (gezeigt im Beweis von Satz 2.5), dass

lim [, o) f(z = y)VO(y) - v(y) dS(y) = = f (=) fir f € C(B:(0)).
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Aufgabe 3: (25 P) (Greensche Funktion fiir das Dirichletproblem auf dem Halbraum)
Bestimme die Greensche Funktion zum Laplace-Operator fiir das Dirichlet Problem auf dem Hal-
braum © := R"" ! x Ry = {x € R": ,, > 0}. Zeige, dass die Lésung von

—Au=0 auf
u=~h auf 9Q mit h € C(0Q,R)

geschrieben werden kann als

2 Ty
w(z) = [ Ku(z,y)h(y)dS(y), wobei Kp(z,y) = 15—
89 S"7H (22 + |2/ — o [2)"/?
mit ' = (x1,...,2p-1),¥ = (Y1, .-+, Yn—1)-
Hinweis: Verwende die Spiegelungsmethode mit dem Spiegelpunkt definiert als x* := (z1,...,Tp—1, —Tp)

fiir jedes x € R™. Da hier der Spiegelpunkt fiir jedes x € R™ definiert wird, muss man nicht, wie im
Fall der Kugel, den Ursprung bei der Definition der Greenschen Funktion separat behandeln. Auffer-
dem ist keine Skalierung in der Korrekturfunktion zu verwenden, da |x* —y| = |z —y| fir alle y € 0N.

Aufgabe 4: (20 P) Sei Q C R” offen, u € C(Q,R) und z¢ € Q. Zeige, dass dann

n 1
R—0 |Sn71|Rn BR(mg) ( ) R0 |Sn71‘Rn71 BBR(:EO) ( ) ( ) ( 0)



