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Aufgabe 1: (32 P)
Sei 2 := (0, 7).

(a) Fiir k € N,w € R bestimme mit Hilfe der Eigenfunktion-Entwicklung-Methode die Losung von

Otu(x,t) — 0u(x,t)
u(x,t)

u(z,0) = g(x), du(z,0)

sin(kz) sin(wt), (x,t) € Q x (0,00),
0, (z,t)€0Qx(0,00),
h(z), =€,

wobei g, h € C1(Q) und ¢(0) = g(7) = h(0) = h(r) = 0.

Was passiert fiir w = k7

(b) Bestimme mit Hilfe der Eigenfunktion-Entwicklung-Methode die Losung der geddmpften ho-
mogenen Wellengleichung

OPu(z,t) — 0%u(x,t) + royu(z,t) , (x,t) € Qx(0,00),
u(z,t) =0, (x,t) € 92 x (0,00),
u(z,0) = g(z), u(x,0) = h(z), =€,

wobei r € (0,2), g,h € C1(2) und g(0) = g(7) = h(0) = h(x) = 0.

Aufgabe 2: (20 P)

Sei u eine Losung der homogenen Wellengleichung in R mit Anfangsdaten u(z,0) = g(z), dyu(x,0) =
h(z), wobei g, h € C?(R) einen kompakten Triiger haben. Zeige, dass es ein T' > 0 gibt, so dass fiir
t > T die kinetische und potentielle Energie gleich sind, d.h.

1 1
1 / (Ou(z, £)? dz = ~ / (Opu(w, 1) dz fiir alle £ > T.
2 Jr 2 Jr

Aufgabe 3: (25 P)
Sei g € C([a,b]) mit ¢'(z) < 0 fiir z € [a,b] gegeben. Betrachte folgendes Anfangswertproblem mit
Anfangsdaten an der Kurve I' := {(z,g(z)) : = € (a,b)}.

2u
S @) = fe), (@) € (@) (ofa).o(8).

u(z,g(z)) =U(zx), Oyu(z,g(z)) = Ui(x), Oyu(z,g(z)) = Us(z) =z € (a,b),

wobei f € C(R?),U € C'([a,b]),Ur,Us € C([a,b]) und U'(z) = Uy(x) + ¢'(x)Us(2) fiir alle = € [a, b].
Finde eine Integraldarstellung der Losung und zeige die Eindeutigkeit.
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Aufgabe 4: (23 P) (Zusammenhang zwischen Lésungen der Wellengleichung und der
Wirmeleitungsgleichung)
Sie u eine C2(R™ x [0, ))-Losung der Wellengleichung in R™ x (0, 00), n € N mit Anfangsdaten

u(z,0) = g(z), du(z,0) =0, z € R",

wobei der Trager von g kompakt ist. Zeige, dass

e 4t d
v(x,t) = /R 47rtu(ac, s)ds
die Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung in R™ x (0, co0) mit Anfangsdaten v(z,0) = g(z)
darstellt.
Rechtfertige jedes Vertauschen von Grenziibergéngen.
Hinweis: Durch eine passende Spiegelung kann u zu einer C%(R™ xR)-Lésung der Wellengleichung

fortgesetzt werden.



