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Aufgabe 1: (20 P)

Sei Ω = (0, π)2 ⊂ R2. Bestimme die Lösung von

∂tu(x, t)−∆u(x, t) = 2 cos(x1), (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂x1u(x, t) = 0, x ∈ {0} × [0, π] ∪ {π} × [0, π], t ∈ [0,∞),

∂x2u(x, t) = 0, x ∈ [0, π]× {0} ∪ [0, π]× {π}, t ∈ [0,∞),

u(x, 0) = 1, x ∈ Ω,

wobei x = (x1, x2).

Aufgabe 2: (22 P)

Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, T > 0, ΩT der zugehörige parabolische

Zylinder und u ∈ C2(ΩT ) eine Lösung von

∂tu(x, t)−∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

De�niere E(t) :=
∫

Ω u
2(x, t) dx. Zeige folgende Aussagen:

(a) E′(t) ≤ 0, E′′(t) ≥ 0, E′(t)2 ≤ E(t)E′′(t) ∀t > 0.

(b) f(t) := logE(t) ist konvex auf {t > 0 : E(t) > 0}.

(c) E(t) ≥ E(0)ef
′(0)t ∀t > 0.

Insbesondere fällt E höchstens exponentiell ab, falls E(0) > 0.

(d) Falls die Lösung u zusätzlich für alle (x, t) ∈ Ω× {T} verschwindet, dann ist u = 0 in ΩT .

Aufgabe 3: (28 P)

Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, T > 0 und ΩT der zugehörige parabolische Zylinder. Die

Funktion u ∈ C2(ΩT ) genüge der Ungleichung

∂tu−∆u ≥ 0 in ΩT .

Zeige, dass für alle (x0, t0) ∈ ΩT und r ∈ (0,
√

4πt0) so klein, dass die Wärmekugel E(x0, t0, r) ⊂ ΩT ,

gilt

u(x0, t0) ≥ 1

4rn

∫
E(x0,t0,r)

u(y, s)
|x0 − y|2

(t0 − s)2
d(y, s).

Bitte wenden!
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Aufgabe 4: (30 P) (Nichteindeutigkeit der Wärmeleitungsgleichung)

De�niere

u(x, t) :=
∞∑
k=0

g(k)(t)

2k!
x2k, x ∈ R, t ∈ [0,∞)

für g : R→ R de�niert durch

g(t) :=

{
e−t

−2
, t > 0,

0, t ≤ 0.

Zeige, dass u ∈ C2,1(R× (0,∞)) ∩ C(R× [0,∞)) und u löst

∂tu(x, t) = ∂2
xu(x, t), (x, t) ∈ R× (0,∞),

u(x, 0) = 0 ∀x ∈ R.

Warum widerspricht dies nicht dem Eindeutigkeit-Satz (Korollar 3.9)? Argumentiere in jedem Fall,

warum Reihe und Ableitung vertauscht werden dürfen.

Hinweis: Nutze, dass ein θ > 0 existiert, so dass |g(k)(t)| ≤ k!
(θt)k

e−
1
2 t
−2

für alle t > 0.
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