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Problem 1: (Erweiterung zum Problem 5 aus Blatt 3: Wellenpaketen)
(a) Zeige, dass fiir kleine || << 1 und belicbige ¢ € C?(R") und ko € R™ ist
v(z, 1) = eFor=Rol*t) g2 (2 — 2k0t))
eine approximative Losung der Schréodinger Gleichung
iiu = —Au, xe€R"”

in dem Sinne, dass
100+ Av = 0(e?)  fiir e — 0.

(b) Betrachte eine skalare Gleichung
Ou =P(V)u, zeR"

mit einem Polynom P : R” — C. Angenommen die zugehorige Dispersionsrelation w = W (k)
ist reell fiir reelle Wellenzahlen, zeige, dass

v(w,t) = ko= Wk g (c(z — VW (ko)t))
eine approximative Losung ist fiir beliebige ¢ € C?(R") und ko € R", d.h.
o — P(V)v=0(e*) fiir e — 0.

Hinweis: Leibniz-Formel.

Problem 2: (endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Coupled-Mode Gleichungen)

Fiir glatte Losungen schreibe das System der linearen Coupled-Mode-Gleichungen

i(Opu + Oyu) + Kv =0
i(0pv — Oyv) + Ku =0

mit £ > 0, > 0,z € R um als ein System von zwei Gleichungen, wo eine Gleichung die Klein-
Gordon Gleichung fiir u ist. Folgere die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir die Coupled-Mode
Gleichungen.

Problem 3: Linearisiere (¢,n klein) das Wasserwellenproblem
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A¢ =0, —hy < z3 < 17(331,1‘2715) (0.1)
Oz ¢ =0, x3 = —hyg (0.2)
1
Op+5IVol +gn =0, w5 =n(x1,22,1) (0.3)
8$3¢ - 3t77 - 8361 ¢a:v177 - 3x2¢8a:277 :O, T3 = 77(1'17 Z2, t) (0'4)
mit der Notation aus der Vorlesung. Erhalte dadurch
A¢ =0, —hyg<z3<0 (05)
Opy® =0,  x3=—hyo (0.6)
0 + gn =0, x3=0 (0.7)
Oz @ — O =0, z3 = 0. (0.8)
Problem 4: Mit Hilfe der Fourier-Transformation berechne die Lésungsformel
= ()" [ (0.9)
u\x = e —— e t U .
’ Arit . oryJay

fiir die Schrodinger Gleichung in R™ mit Anfangsdaten ug € L?(R™).
Mit Hilfe der Methode der stationdren Phase zeige, dass w aus (0.9) erfillt u(z,t) — wuo(x) fiir
t — 0, falls ug € C'(R"™) und supp(ug) kompakt.

Problem 5: (Spass-Aufgabe) Betrachte Wasserwellen mit kombinierten Graviations- und Kapi-

lareffekten, fiir die die Dispersionsrelation
2 T o
w® = glk| <1 + pg\k| > tanh(|k|ho)

gilt. Zeige, dass es im Tiefwasserfall (|k|ho > 1) eine minimale (beziiglich |k|) Gruppengeschwindigkeit
gibt. Berechne die minimierende Wellenzahl |k|. Nutze g ~ 9.81 m/s und die folgenden Werte fiir
Wasser mit 15 °C:

p ~ 1000 kg/m® T ~ 0.073 N/m

um zu zeigen, dass die langsamste Wellen die Wellenldnge ungefdhr 4.36cm haben.



