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Problem 1: (Problem 2 aus Blatt 2) Fiir das System

Ou = Q(0y)u, u(z,t) e C™" x € Rt > 0,
u(-,0) = up € LY(R)

mit einem Polynom @ : R — C™*™ m € N bestimme die Asymptotik niedrigster Ordnung fiir
t — 0o,x/t = ¢ € R unter der Voraussetzung, dass fiir alle £ € R die Matrix Q(ik) diagonalisierbar
ist, imaginire Eigenwerte —iW;(k),j =1,...,m hat und

W (k) #0 fiir alle k mit Wi(k) =c¢ undalle j=1,...,m.

Hinweis: Verallgemeinere das Resultat fiir m = 1 aus der Vorlesung.

Problem 2: Betrachte das System

Ou = Q(Ouyy- -, 0, )u, u(z,t) e C" x € R",t >0,
u(-,0) = ug € L*(R™)

mit einem Polynom @ : R" — C™™ m € N, wobei fiir alle k& € R" die Matrix Q(ik1,...,1k,)
diagonalisierbar ist und imaginire Eigenwerte —iW;(k),j = 1,...,m hat. Zeige, dass die L?-Norm
HUH%Q(R,L) =3 HujHQLQ(Rn) erhalten in der Zeit ist.

Problem 3: (Rechnung zu Problem 4 aus Blatt 2) Mit Hilfe des Cauchy-Integralsatzes berechne

: 3
/ el 1
R

for « € R. Fiir den Teil des Integrationspfades, wo der Integralbeitrag gegen 0 konvergieren soll,

das Integral

beweise diese Konvergenz.

Problem 4: Bestimme die Phasenlinien und Gruppenlinien fiir

1. die Klein-Gordon Gleichung
O*u = 0*u — au

mit a > 0,

2. die 1D-Tiefwasserwellen, die durch die Dispersionsrelation W (k) = \/gk mit k£ > 0 und mit der
Erdbeschleunigung g beschrieben sind.
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Problem 5: (Ausbreitung eines Wellenpakets durch Dispersion) Hier betrachten wir in der
Schrodinger-Gleichung einen Wellenpaket mit der Trégerwelle mit der Wellenzahl ky und unter-
suchen die Entwicklung der Breite des Wellenpakets. Wir werden sehen, dass Dispersion eine in
der Zeit wachsende Breite verursacht.

Fiir die Anfangsdaten

u(x7 0) _ e—aoc2€ik0:c

mit a > 0, kg € R berechne die Losung u(x,t) der Schrédinger-Gleichung
0 = —aiu, reR,t>0

und bestimme die effektive Breite des Wellenpakets in der Zeit t. Fiir eine Funktion f(y) mit der
Gaussischen Amplitude |f(y)| = ce #¥* mit p > 0 heisst die effektive Breite 1/

Beobachte auch, dass der Wellenpaket sich mit der Geschwindigkeit vy (ko) = 2ko bewegt und wie
t=1/2 abfallt.

Hinweis: Nutze die Identitdt (die einfach nachzurechnen ist)

[9 ioz_. _a?—?
(efﬁk%rfyk)\/(x) — m€2( B 8(5))6 13

fir 8 € C,R(B) >0,y € R.



