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Problem 1: (Erweiterung zu Problem 5, Blatt 3: Wellenpakete)
(a) Zeige, dass fiir kleine |¢| < 1, ¢ € C?(R") beliebig und ko € R
v(x,t) = ei(ko'zf‘kopt)qb(e(x — 2kot))
eine approximative Losung der Schréodinger Gleichung
i0u=—-Au, zxecR"

ist, in dem Sinne, dass
i0;v 4+ Av = O(e?)  fiir e — 0.

(b) Betrachte eine skalare Gleichung

oiu=P(V)u, zeR"

mit einem Polynom P : R™ — C. Angenommen, die zugehdrige Dispersionsrelation w = W (k)

ist fiir reelle Wellenzahlen reell. Zeige dann, dass
v(z,t) = ekor=WkolD (e (2 — VW (ko)t))
eine approximative Losung fiir beliebige ¢ € C?(R") und kg € R"™ ist, d.h.
O — P(V)v=0(e*) fiir e — 0.
Hinweis: Leibniz-Formel.
Problem 2: Linearisiere das Wasserwellenproblem (¢, n klein)
A¢ =0, —ho < z3 < n(x1,x2,1)
Oz3¢ =0, x3 = —hy
06+ 5IVOR+gn =0, 5 = (a1, 2,1
Opg® — O — Oy POgy M) — Oy @0y =0, x3 = n(w1, w2, 1)
mit der Notation aus der Vorlesung. Erhalte dadurch

A¢ =0, —hg <z3<0
O30 =0, z3 = —ho
O + gn =0, x3 =0
Oz ¢ — O =0, x3 = 0.
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Problem 3: Zeige, dass falls f € L?(R"), dann

: itA S\ iﬁ £ -
Jim N8 F = (2i) 72 f (5) =0.

L2 (Rn)

Vorgehen:
e Sist dicht in L2 Wihle (hy)nen C S(R™), so dass hy, — e f — U f in L? fiir n — oo mit
Uf = i) f ()
e Zeige, dass U unitir auf L?(R") ist
e Zeige, dass fiir alle h € S gilt e "**h — U*h| ;2 — 0 fiir |t| — oo
e Folgere daraus (eitAf - Uf, h)L2 — 0fiirt — oo firalle fe L2, he S

Problem 4:

(a) Formuliere fiir die drei folgenden Gleichungen das Bloch-Eigenwertproblem.

0 + 0%u — V(z)u=0, z,teR,V(z+2r)="V(x)firallez € R (0.9)
iu+Au—V(z)u=0, zeR"teR V(zr+2me;)=V(zx)firallex cR",je{l,...,n}

(0.10)

a(x)u—Pu=0, zcR,teR alz+2n)=alz) fir ale z € R, (0.11)

wobei e; der j—te euklidische Einheitsvektor in R™ ist und die Funktionen V' und « reellwertig
sind.

(b) Driicke durch die k—Differenzierung der Eigenwertgleichung fiir (0.10) und (??) die Grup-
pengeschwindigkeit Vw,, (k) (zum Eigenwert wy,(k)) mit Hilfe von Integralen der Eigenfunktion
und ihrer x—Ableitungen (aber nicht ihrer k—Ableitungen) aus.

(c) Zeige, dass in allen drei Féllen die Eigenwerte wy, (k) (d.h. die Bandstruktur) punktsymmetrisch
um k = 0 sind, d.h. wy,(—k) = wy (k) fiir alle n € Nund k € (—1/2,1/2)".

(d) Zeige, dass fiir (0.9) die Eigenwertfunktionen k — wy, (k) streng monoton auf [0, 1/2] (und wegen
(c) auch auf [-1/2,0]) sind.
Hinweis: Das Eigenwertproblem ist eine gewdhnliche DGL zweiter Ordnung. Nutze eine Figen-
schaft von DGL’s zweiter Ordnung aus.

* Frohliche Weihnachten x



