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Problem 1: (Distributionelle Losung der Schrédinger-Gleichung)

Zeige, dass fiir f € LA(R") die Ll (R, L*(R"))-Funktion u(z,t) = (27)"2 [o, e*%e kP f(k)dk
eine distributionelle Losung der Schrédinger-Gleichung i0;u + Au = 0 ist und [|u(-,0) — f[|z2®n) = 0.
Hinweis: Es definiert u eine temperierte Distribution u € S’(R"*!). Es heifit u € S’(R"*!) eine
distributionelle Losung, falls —iu(9;¢) + u(A¢) = 0 fiir alle ¢ € S(R"+1).

Problem 2: (Eigenschaften der Schrédinger-Gruppe)

Zeige folgende Eigenschaften von e*2 : L2(R™) — L%(R")
(a) [le™ fllr2@ny = Ifllr2®ny VS € L2(R™)
(b eltA isA __ —e i(t+s)A \v/t sER

)
(c) €®
(d) Fiir ein festes f € L*(R") ist die Abbildung ®; : R — L*(R") mit & : t > Os(t) = €2 f
stetig. Die Stetigkeit gilt also beziiglich der L?(R™)-Norm.

Bemerkung: Im Allgemeinen (fiir f € L?(R™)) ist hier e*2 f nur eine distributionelle Losung.

Problem 3: (Ivarianzen der Schrédinger-Gleichung)
Sei u = u(x,t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung i0yu + Au = 0,z € R™. Zeige, dass die
folgenden Funktionen v auch i0,v + Av = 0,z € R" erfiillen.

(a) v(z,t) == u(x —xo,t —ty), x0€R"tHER
(b) v(z,t) := u(z — 2at, t)ell@*=lal®) o ¢ R™ (Galilei-Invarianz)

(¢) v(z,t) := u(Azx,t) mit einer beliebigen orthogonalen Matrix A € R™*™

Problem 4: Berechne mit Hilfe der Fourier-Transformation die Losungsformel

ula 1) = (1->n/2/ T g (y)dy (0.1)

47it

fiir die Schrodinger-Gleichung i0;u + Au = 0 in R™ mit Anfangsdaten uy € S(R").

Hinweis: Fiir die Berechnung von fooo e~ ity? dy verwende den Cauchy-Integralsatz mit dem Pfad, der
aus [0, R],e /4|0, R] und dem Kreissegment mit Radius R, der diese zwei Teile verbindet, besteht.
Lass dann R — oo.
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Problem 5: Zeige, dass falls f € L'(R") und pf € L?(R"), wobei p(x) = 1+ |z|?, so ist

=0.
L2(Rn)

lim
t—+oo

eitAf _ (Qit)—n/Qei%f (ﬁ)

||

Hinweis: Benutze (und beweise erst) die Abschitzung |e' 7% — 1| < ¢ ]



