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Problem 1: Betrachte das System
ou = Q(0zys- -, 05,)u, u(z,t) € C",x € R",t > 0,
u(-,0) = ug € L*(R™)

mit einem Polynom @ : R" — C™™ m € N, wobei fiir alle k& € R" die Matrix Q(ik1,...,ik,)
diagonalisierbar ist und imaginére Eigenwerte —iW;(k) fiir j = 1,...,m hat.
Zeige, dass die L?>-Norm HuHZLQ(Rn) = 27:1 HujH%Q(Rn) in der Zeit erhalten bleibt.

Problem 2: (zu Problem 3 aus Blatt 2)

(a) Verstehe den Beweis fiir die Methode der stationdren Phase (Satz B.7 im Skript) und schreibe
im Detail den Beweis von

b
/ 7h £(1)dt = O(1/x) fiir 2 — oo
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/ o) £ (1)t = @ f(q) / Fa,t)dt + O(1/z) fiir 7 — o

(mit der Notation aus dem Skript). Rechtfertige jede Anwendung vom Lemma B.5. Lemma
B.5 muss hier nicht bewiesen werden.

(b) Berechne mit Hilfe des Cauchy-Integralsatzes das Integral
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fiir « € R. Wihle fiir das Integral iiber [0, 00) den Pfad in der komplexen Ebene, der aus den
Abschnitten [0, R), [0, R)e’™% und dem Kreissegment besteht, welches beide Teile verbindet.
Lasse dann R gegen oo gehen.

(c) Mit Hilfe vom Satz B.7 bestimme fiir das Problem

ou = Q(0y)u, u(z,t) e C,z e Ryt >0
u(+,0) = ug € L'(R)

mit einem Polynom @ : R — C die Asymptotik niedrigster Ordnung fiir £ — o0, 7 = c € R
unter der Voraussetzung, dass die Dispersionsrelation

W (k) =0,W" (k) #0 fiir alle k mit W'(k) = ¢
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erfiillt.

Problem 3: (Ausbreitung eines Wellenpakets durch Dispersion)

Wir betrachten fiir die Schréodinger-Gleichung ein Wellenpaket, dessen Triagerwelle die Wellenzahl kg
hat. In dieser Aufgabe wird gezeigt, dass die Einhiillende des Wellenpakets mit der Zeit ¢ durch
Dispersion in der Breite wéchst.

e Berechne die Losung u(z, t) der Schrodinger-Gleichung
0 = —aiu, reR,t>0

mit Anfangsdaten
u(z,0) = e glhor
a > 0,kg € R und bestimme die effektive Breite des Wellenpakets in der Zeit t. Fiir eine

Funktion f(y) mit der Gauk’schen Amplitude |f(y)| = ce " mit p > 0 ist die effektive Breite
gegeben durch 1/,/.

e Zeige, dass sich das Wellenpaket mit der Geschwindigkeit v, (ko) = 2ko bewegt und wie ¢~1/2

abfallt.

Hinweis: Fir J(k) = [ eirye—ay’ by dy bestimme die DGL erster Ordnung, die J erfiillt und 18se sie.
R

Problem 4: (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Coupled-Mode Gleichungen)
Schreibe das System der linearen Coupled-Mode Gleichungen

i(Opu + 0zu) + kv =0
i(Opw — Opv) + Ku =0
fir glatte Losungen mit x > 0,£ > 0,z € R um als ein System aus zwei Gleichungen, von denen

eine Gleichung die Klein-Gordon Gleichung fiir w ist. Folgere daraus die endliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit fiir die Coupled-Mode Gleichungen.



