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Problem 1: Was sind die Dispersionsrelationen (der linearen Teile) folgender Gleichungen?

(i) Balkengleichung: O?u + adiu = 0, a>0,t>0,zrcR
(ii) Kadomtsev-Petviashvili-Gl.: O, (Opu + 02w+ udy,u) + 02, u =0, t>0,x€R?
(iii) Wérmeleitungsgleichung: Ou = Au, t>0,xeR"”

(iv) Coupled-Mode-Gleichungen:
1(Ou + Opu) + kv + (Jul* + 2|v][*)u =0
Qv — 9pv) + ku + (Ju? + 2|u*)v =0
mit Kk > 0,t >0,z € R

(v) Camassa-Holm-Gleichung: Oy + 2k0,u — 0;0%u + 3udyu = 20,ud?u + udiu,
k>0,t>0,x€eR

- Zeichne fiir (i),(iv) und (v) qualitativ die Losung nach einer langen Zeit, falls die Anfgansdaten ein
lokaliserter Impuls sind (analog zur Vorlesung).

- Welche Wellenzahlen wandern fiir (i) in Richtung (1,0)7 (Osten), (—1,0)T (Westen) und welche in
Richtung (—1,1)7 (Nord-Westen)?

Problem 2: Unter welchen Vorraussetzungen an ug(x) und 1o (k) ist die Fourier-Représentation der
Losung des Anfangswertproblems fiir die lineare Kadomtsev-Petviashvili-Gleichung aus Aufgabe 1 (ii)
mit u(x,0) = up(z) eine klassische Losung? Schreibe die Losung mit Hilfe der Fouriertransformation
explizit auf.

Problem 3: Berechne fiir das Problem

Ou = Q(0z)u, u(z,t) e C,z e Ryt >0
u(-,0) = ug € L'(R)

mit einem Polynom @ : R — C die Asymptotik niedrigster Ordnung fiir t — oo, T = ¢ € R unter der
Voraussetzung, dass die Dispersionsrelation

W"(k) =0,W" (k) # 0 fiir alle k mit W'(k) = ¢
erfiills.

Hinweis: Verstehe den Beweis fiir die Methode der stationdren Phase (Anhang Skript) und fithre ihn
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fiir dieses spezielle Problem. Rechtfertige jede Anwendung des Lemmas B.5. Berechne das entste-
hende Integral der Form [ ¢’ dk mit o € R mit Hilfe des Cauchy-Integralsatzes. Eine Moglichkeit
R

fiir das Integral iiber [0, 00) ist den Pfad in der komplexen Ebene zu wihlen, der aus [0, R) + i0, aus
[0, R)e™/6 und aus einem Kreissegment, der diese Teile verbindet, besteht. Dann list man R — oc.

Problem 4: Betrachte die lineare Korteweg-de-Vries Gleichung

atu+08xu+u8£u:0, c,u>0,xreRt>0
mit Anfangsdaten u(-,0) = up € L(R).
Was ist die Asymptotik niedrigster Ordnung von u(z,t) fiir t — oo, ¥ = v mit
(a) v=c
(b) v<¢?
Wie schnell fallt die Amplitude der Losung ab?

Hinweis: Methode der stationdren Phase.



