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Problem 1: Linearisieren Sie das Wasserwellenproblem (fiir ¢, klein)

Agf) =0, —ho < x3 < n(w17x2,t) (01)
813¢ :0, r3 = —ho (0.2)

1
Op+ 5|V +gn =0, w5 =n(wr,22,1) (03)
3x3¢> - 31&77 - a:m (;5895177 - 8I2¢a~’0277 =0, T3 = 77(%1,.1327 t) (04)

mit der Notation aus der Vorlesung. Erhalten Sie dadurch

A¢ =0, —hg <z3<0 (0 5)
ax3¢ :Oa xr3 = 7h0 (O 6)
Ohd+gn=0, w3=0 (0.7)
Oy — Oy =0, z3 = 0. (0.8)

Hinweis: Beachten Sie, dass das Streichen der nichtlinearen Terme in System (0.1)-(0.4) nicht aus-
reicht. Die Gleichung ist aufgrund der von n abhéngigen Randbedingungen dann noch immer nicht-
linear. Definieren Sie also geeignete 23, ¢ und 7, so dass die gewiinschten Randdaten entstehen.

Problem 2: (Bloch-Transformation) Betrachten Sie fiir ein L > 0 die Bloch-Transformation in

einer Dimension

T(N) (@ k) i= fla k) = 32 F(k+mE) emLe

meZ
und die Abbildung

T (@) = (2m)" 12 / ek (. o)k, (0.9)

B
wobei B := (—n/L,m/L]. Zeigen Sie, dass fiir u € S(R) ist 717w = u und fiir & € C5 (B, H°(0, L))
mit s € Ny ist 7T = 4.
Hier ist f +— f die Fourier-Transformation und

Cp2(B, H*(0,L)) :={u: B — H*(0,L), k — u(- k) : Jv € C®(R, H*(0, L))

. 2 —i2lar
< withv(z,k+ %) =e L% (2,k) ,u=v|ken ¢ -

Problem 3: (NLS: Erhaltungsgrofen und Blow-up) Betrachten Sie die NLS

i0pu + Au 4+ |[ul*u =0,z € R",t > 0,
u(z,0) =up(x)

mit o > 0.
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(a) Zeigen Sie, dass unter passenden Bedingungen fiir das asymptotische Verhalten von w fiir
|z| — oo die Groken N(u) := HuH%g(Rn) und H(u) = HVuH%Q(Rn) — %HfRn |u|?°+2 dz Er-
haltungsgrofen der NLS sind.

(b) Betrachten sie die Varianz V (t) := [p, [#]*|ul?* dz. Zeigen Sie, dass falls no > 2 und H(ug) < 0,
dann gibt es einen Zeitpunkt ¢, € (0, 00), sodass limy_y, 4 [|u(t)|| e = 0.

Hinweis fir (b): Es gilt die Varianz-Identitat V" = 8H — 4"0_‘:12 Jgn [u?T2da.  Integrieren Sie
diese Gleichung um zu zeigen, dass fir no > 2 gilt V(t) — 0 fir t — t. fir ein t. € (0,00). Als
néchstes nutzen (und beweisen) Sie die Ungleichung ||f||2, < 2|V f|lp2llzfllre um zu zeigen, dass

IVu(t)|| g2 — oo fiir t — t.. Anschliessend verwendet man (a).

Problem 4: (Bloch-Wellen und Wellenpakete) Betrachten Sie die lineare Schrodinger-Gleichung
i0u + 02u — cos?(z/2)u = 0,z € R,t > 0.

Berechnen Sie numerich (z.B. finite Differenzen 2. Ordnung) den ersten Eigenwert wi(k) und die
Eigenfunktion p;(z, k) vom zugehorigen Bloch-Eigenwert-Problem

wp = — (0, + ik)*p + cos®(x/2)p, = € [0,2m); p(27) = p(0)

fiir alle k in einer Diskretisierung der halben Brillouin-Zone [0, 1/2].

Plotten Sie den Graphen (k,wi(k)),k € [0,1/2].

Wiéhlen Sie dann ein kg € (0,1/2) und zeigen Sie numerisch, dass sich ein Wellenpaket mit der
Trigerwelle py (z, ko)el(For=w1(k0)t) mit der Geschwindigkeit v, (ko) = w/ (ko) bewegt. Man wihlt dafiir
Anfangsdaten u(x,0) als das Produkt der Bloch-Welle zur Zeit ¢ = 0 und einer breiten Einhiillenden.
Fiir die numerische Losung der Schrédinger-Gleichung verwenden Sie das Programm lin_schrod.m
auf studIP.



