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Problem 1: (Distributionelle Lösung der Schrödinger-Gleichung)

Zeigen Sie, dass für f ∈ L2(Rn) die L1
loc

(R, L2(Rn))-Funktion u(x, t) = (2π)−n/2
∫
Rn e

ik·xe−i|k|2tf̂(k)dk

eine distributionelle Lösung der Schrödinger-Gleichung i∂tu+ ∆u = 0 ist und ‖u(·, 0)− f‖L2(Rn) = 0.

Hinweis: Es de�niert u eine temperierte Distribution u ∈ S′(Rn+1). Es heiÿt u ∈ S′(Rn+1) eine

distributionelle Lösung, falls −iu(∂tφ) + u(∆φ) = 0 für alle φ ∈ S(Rn+1).

Problem 2: (Eigenschaften der Schrödinger-Gruppe)

Weisen Sie folgende Eigenschaften von eit∆ : L2(Rn)→ L2(Rn) nach:

(a) ‖eit∆f‖L2(Rn) = ‖f‖L2(Rn) ∀f ∈ L2(Rn)

(b) eit∆eis∆ = ei(t+s)∆ ∀t, s ∈ R

(c) ei0∆ = Id

(d) Für ein festes f ∈ L2(Rn) ist die Abbildung Φf : R → L2(Rn) mit Φf : t 7→ Φf (t) = eit∆f

stetig. Die Stetigkeit gilt also bezüglich der L2(Rn)-Norm.

Bemerkung: Im Allgemeinen (für f ∈ L2(Rn)) ist hier eit∆f nur eine distributionelle Lösung.

Problem 3:

(a) Zeigen Sie, dass falls f ∈ L1(Rn) und ρf ∈ L2(Rn), wobei ρ(x) = 1 + |x|2, so ist

lim
t→±∞

∥∥∥∥eit∆f − (2it)−n/2ei
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)∥∥∥∥
L2(Rn)

= 0. (0.1)

Hinweis: Zeigen Sie erst die Abschätzung |ei
|x|2
4t − 1| ≤ c |x|

2

|4t| .

(b) Zeigen Sie, dass (0.1) auch für f ∈ L2(Rn) gilt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass für alle h ∈ S gilt ‖e−it∆h− U∗h‖L2 → 0 für |t| → ∞, wobei U∗ der
adjungierte Operator zu U : L2 → L2 mit U : f 7→ Uf = (2it)−n/2ei
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)
ist.

Benutzen Sie danach die Dichtheit von S in L2.

Problem 4: Spielen Sie mit dem neuen Matlab-Program für die lineare Schrödinger-Gleichung, cf.

Stud-IP bzw. die Homepage. Modi�zieren Sie dies um die dominanten Wellenzahlen der Lösung der

linearen KdV-Gleichung ut + uxxx = 0 entlang des Strahles x = vt zu untersuchen.
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