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Problem 1: Betrachten Sie das System
ou = Q(0zys- -, 05,)u, u(z,t) € C™,x € R",t > 0,
u(-,0) = ug € L*(R™)
mit einem Polynom @ : R™ — C™™ m € N, wobei fiir alle £ € R" die Matrix Q(iky,...,iky,)

diagonalisierbar ist und rein imagindre Eigenwerte hat.

Zeigen Sie, dass die L?-Norm ||u||%2(Rn) =L ||uj||%2(Rn) in der Zeit erhalten bleibt.

Problem 2: Betrachten Sie die lineare Korteweg-de-Vries Gleichung

Btu+08mu+u8§u:0, c,u>0,reRt>0

mit Anfangsdaten u(-,0) = up € L'(R).

Was ist die Asymptotik niedrigster Ordnung von wu(x,t) fiir t — oo, £ = v mit

i
(a) v=rc,
(b) v <cg,

(c*) v>c?

Wie schnell féllt die Amplitude der Lésung ab?

Hinweis: (a), (b) Methode der stationdren Phase. Bei (c¢) kann man Lemma B.5 aus dem Skript
(iiber die nichtstationére Phase) benutzen und zusétzliche Voraussetzungen an ug stellen.

Problem 3: (Ausbreitung eines Wellenpakets durch Dispersion)

Wir betrachten fiir die Schréodinger-Gleichung ein Wellenpaket, dessen Trigerwelle die Wellenzahl kg
hat. In dieser Aufgabe wird gezeigt, dass die Einhiillende des Wellenpakets mit der Zeit ¢ durch
Dispersion in der Breite wéchst.

e Berechnen Sie die Losung u(x,t) der Schrodinger-Gleichung
0 = —Ggu, reR,t>0

mit Anfangsdaten

u(z,0) = e*aﬁeikox,
a > 0,ky € R und bestimmen Sie die effektive Breite des Wellenpakets in der Zeit ¢t. Fiir eine
Funktion f(y) mit der GauR’schen Amplitude |f(y)| = ce %" mit p > 0 ist die effektive Breite

gegeben durch 1/,/p.



INSTITUT FUR MATHEMATIK
MLU HALLE-WITTENBERG TOMAS DOHNAL
DISPERSIVE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN SOSE 2018

e Zeigen Sie, dass sich das Wellenpaket mit der Geschwindigkeit vy(ko) = 2ko bewegt und wie
t~1/2 abfllt.

Hinweis: Fir J(k) = [ "V e~ b gy untersucht man die DGL erster Ordnung, die J erfiillt.
R

Problem 4: (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Coupled-Mode Gleichungen)
Zeigen Sie, dass das System der linearen Coupled-Mode Gleichungen

i(Opu + Ozu) + kv =0
i(0rv — Ogv) + ku =0

endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit hat. Sie diirfen beliebige Glattheit der Lésung voraussetzen.
Hinweis: Transformation zur Klein-Gordon-Gleichung.

Problem 5:
Spielen Sie mit dem Matlab-Program fiir die lineare Schrédinger-Gleichung, cf. Stud-IP bzw. die
Homepage.



