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Problem 1:

(i) Berechne erst formal eine asymptotische Entwicklung
∑∞

n=0 anx
−n für x→∞ der Lösung von

d2u

dx2
− 2

du

dx
+

λ

x2
u = 0 mit λ ∈ R und mit den Bedingungen lim

x→∞
u(x) = 1, lim

x→∞
u′(x) = 0.

(ii) Rechtfertige die Entwicklung rigoros.

Schritte:

(a) Zeige mit Hilfe der Variation der Konstanten (behandle λ
x2
u als eine Inhomogentität), dass

u(x) = 1 + λ
2

∫ ∞
x

u(t)
t2

(e2(x−t) − 1)dt. (0.1)

(b) Iteriere auf (0.1) (setze u wiederholt ein) um zu zeigen, dass |u(x)| < 1+
∑∞

n=1 |In|, wobei

|In| <
(
|λ|
2

)n
1

n!xn . Deshalb |u(x)| < e
|λ|
2x . Es folgt, dass |u(x)| ≤ B0 für ein B0 > 0 und x

gross genug.

(c) Weil |e2(x−t) − 1| < 1 für t > x, erhalten wir aus (0.1), dass u(x) = 1 + u1(x) mit

|u1(x)| < B1
x für B1 :=

|λ|B0

2 .

(d) Setze u(x) = 1 + u1(x) in (0.1) ein um zu zeigen, dass u1(x) = − λ
2x + u2(x) mit |u2(x)| ≤

c |λ|
x2
. Wiederholtes Einsetzen generiert die ganze asymptotische Reihe.
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