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Dieses ist kein vollstandiges Skript. Es werden in der Regel nur die Definitionen und Sétze (Aussagen) getippt.
Beweise, Beispiele, Erklarungen und Kommentare werden in der Vorlesung geliefert. Bei Bedarf konnen diese
natiirlich auch in der Literatur gefunden werden.

Die Hauptreferenz dieser Vorlesung ist [2, 3]. Es werden aber viele andere Quellen benutzt, wie z.B. [1], [6],
[5], [7] oder [4]. Dieses Skript folgt an mehreren Stellen dem Skript zu Analysis II von Matthias Roger, TU
Dortmund.

Wir bezeichnen im ganzen Skript mit K wieder den Ko6rper der reellen oder komplexen Zahlen, also K = R
oder K = C.

12 Funktionenfolgen

Es werden in der Analysis (und nicht nur da) hiufig Folgen von Funktionen untersucht - typischerweise
zur Approximation einer Funktion. Diese Funktion ist oft nicht explizit bekannt (z.B. die Losung einer
komplizierten Differentialgleichung) und soll gleich dem Limes der Funktionenfolge sein. Es ist dann wichtig
Eigenschaften der Limesfunktion zu verstehen (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, ...). Es zeigt sich, dass die Art
der Konvergenz dabei wesentlich ist.

Definition. Seien eine Menge D C K und Funktionen f, f,, : D — K, n € N, gegeben. Dann schreiben wir

1. fn — f punktweise fiir n — oo, falls fiir alle z € D

fa(x) = f(z) (0 — o0)

gilt, das heifft: fiir alle z € D und fiir alle € > 0 existiert ein N € N, sodass |f,(z) — f(z)] < ¢ fiir alle
n > N gilt.

2. fn — [ gleichmdfig fiir n — oo, falls fiir alle ¢ > 0 ein IV € N existiert, sodass fiir alle z € D und fiir
alle n > N gilt, dass |f.(x) — f(z)| < € ist.

Bemerkung. Der Unterschied von punktweiser und gleichméfiger Konvergenz liegt in der Reihenfolge der
Quantoren. Bei der punktweisen Konvergenz ist im Allgemeinen N = N(z,¢), d.h. N hingt von € und x ab.
Bei der gleichméfigen Konvergenz gibt es ein N = N(¢g), d.h. N ist unabhéngig von x € D!

Offensichtlich folgt aus der gleichméfiigen Konvergenz die punktweise Konvergenz aber nicht umgekehrt.

Die gleichméfige Konvergenz kann folgendermafien veranschaulicht werden: Wir betrachten den “s-Schlauch”
um den Graphen von f, d.h. die Menge

S.;={(z,y) €R* : 2 € D,|f(x) —y| < e}

Dann gilt f,, — f gleichméifig in D, genau dann wenn fiir alle € > 0 ein N € N existiert, sodass fiir alle
n > N die Graphen von f,, innerhalb von S, ¢ liegen.

Definition. Sei D C K, f: D — K beschrinkt. Dann heift
[fllsup = [[fllsup,p := sup{|f(z)|: z € D}

Supremumsnorm von f (auf D).

Bemerkung. Die Supremumsnorm ordnet also jeder auf D beschrinkten Funktion eine nicht-negative reelle
Zahl zu. Im Kapitel 14 wird der begriff einer Norm und eines normierten Raumes definiert und wir zeigen,
dass beschrénkte Funktionen auf D zusammen mit || - ||sup,p tatséichlich ein normierter Raum ist.

Die gleichmifige Konvergenz einer Folge ist das gleiche wie die Konvergenz in der Supremumsnorm.



Proposition 12.1 Eine Funktionenfolge f, : D — K konvergiert genau dann gleichmifig in D gegen eine
Funktion f: D — K, falls || f, — fllsup — 0 (n — 00).

Bemerkung. Man sollte beachten, dass f,, und f nicht unbedingt beschrankt sind, aber f,, — f ist zwingend
beschrinkt fiir alle hinreichend grofsen n € N.

Satz 12.2 Seien D C K und stetige Funktionen f,, : D — K, n € N, gegeben. Falls (f,,), gleichmifig gegen
eine Funktion f: D — K konvergiert, dann ist f stetig.

Bemerkung. Satz 12.2 gewahrleistet, dass bei gleichméfig konvergenten stetigen Funktionenfolgen folgende
Vertauschbarkeit von Limiten gilt: Fiir alle x € D ist

lim lim f,(y) = lim lim f,(y).

Y—T N—00 n—oo y—x
Dies folgt wegen lim,_,, lim, _,o fn(y) = limy,—, f(y) = f(x) = limy,—oo fr(z) = lim,_o0 limy oy i (y)-
Satz 12.3 Seien a < b und seien f, : [a,b] — R, n € N stetige Funktionen, sodass die Folge (f,) fiir n — oo
gleichméfig gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist f iiber [a, ] integrierbar und es gilt:

b

b
lim [ fp(z)dx = /f(x) dx.

n— oo
a

Satz 12.4 Seien f, : [a,b] — R, n € N, stetig differenzierbare Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion
f : [a,b] = R konvergieren. Falls zusétzlich die Folge der Ableitungen f, : [a,b] — R gleichméfig gegen eine
Funktion ¢ : [a,b] — R konvergiert, dann ist f stetig differenzierbar auf [a,b] und es gilt

=g, also  ( lim fn)l = lim f].

Bemerkung. Sitze 12.3 und 12.4 zeigen, dass bei gleichméfiger Konvergenz die der Limes und das Integral
bzw der Limes und die Ableitung in der Reihenfolge vertauscht werden kénnen.

Bemerkung. Die Aussagen der Sitze 12.2, 12.3 und 12.4 gelten nicht fiir allgemeine punktweise konvergente
Folgen. Zum Beispiel die Funktionenfolge

_J0, x ¢ (—1/n,1/n)
Jul2) = {1 “nlz|, z€(-1/n,1/n)

ist eine Folge stetiger Funktionen, konvergiert aber nur punktweise und der Limes ist nicht stetig.

£(@) m {0, z ¢ (0,1/n)

In der Funktionenfolge

n—2n%lz —1/(2n)|, =€ (0,1/n)
sind alle Glieder stetig, aber die Konvergenz (gegen die Funktion f = 0) ist nicht gleichméfig und fol f(z)dx =0,
fol fn(z)dz = 1/2 fiir alle n.
Letztens, die Funktionenfolge

o) e ||, 1/n<|z| <1
Fnle) {(n/2>x2+1/<2n>, ] < 1/n

ist eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, fiir die (f,) auf (—1,1) gleichméifig gegen f(x) := ||
konvergiert, aber (f;) nur punktweise konvergiert. Der Limes ist keine differenzierbare Funktion.
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Potenzreihen

Definition. Eine Potenzreihe in K ist eine Abbildung der Form

g: K=K, z—q(z) = ch(z—a)k,zEK,
k=0

mit (cx),ey Folge in K und a € K. Jedem z € K wird also eine Reihe (konvergent oder divergent) in K
zugeordnet. Wir nennen a den Entwicklungspunkt der Potenzreihe.

Bemerkung. 1. Potenzreihen sind Beispiele von Funktionenfolgen (wir erinnern uns dabei, dass eine

2.

Reihe eine Folge von Partialsummen ist, siche Kapitel 5).

Durch die Variablentransformation w = z — a kénnen wir jede Potenzreihe umschreiben mit Hilfe einer
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0:

q(z) = p(z—a),  plw) =) cpw’.
k=0

p ist also eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0. Wir diirfen uns also 0.B.d.A. im Folgenden auf
Potenzreihen mit Entwicklungspunkt 0 beschrénken.

o0

. Eine Potenzreihe p in K, p(z) = Y cx2z¥, ist formaler Limes der Funktionenfolge (py,)n,

k=0
n

pn: K= K, pn(2z) = chzk.
k=0

Es ist zunéchst nicht klar ob und fiir welche z € K die Reihe p(z) konvergiert und daher, auf welcher
Teilmenge von K die Potenzreihe eine K-wertige Funktion definiert. Wir werden im Folgenden den
Konvergenzbereich charakterisieren und zeigen, dass er immer eine Kreisscheibe ist.

Satz 13.1 Sei p : K — K eine Potenzreihe in K,

(o)
p(z) = chzk, zeK
k=0

und sei

1
R = - € [0, 0.
limsube oo §/108]

Dann gilt:

1.

Die Potenzreihe p ist absolut konvergent fiir alle z € B(0,R) := {# € K : |z| < R} (das heift p(z)
konvergiert absolut fiir |z2| < R) und divergent fiir alle z € K mit |z| > R.

. Die Potenzreihe p ist fiir alle 0 < r < R gleichméfig konvergent auf B(0,r) := {z € K : |z| < r} (das

heifit (p,)n konvergiert gleichméifig auf B(0,r)).

Die Potenzreihe p ist stetig in B(0, R).

Wir sehen also, dass eine Potenztreihe immer auf einer ganzen Kreisscheibe konvergiert und die folgende
Definition macht also Sinn.



Definition. Sei Y.~ cx(z — a)* eine Potenzreihe in K. Dann heifit

o0
sup{|z —af : Z ¢ (2 — a)*konvergiert }
k=0

der Konvergenzradius der Potenzreihe.
Bemerkung. Offenbar konvergiert ci(z — a)* fiir alle |z — a| < R genau dann, wenn ¢;2* fiir alle |z| < R
konvergiert. Der Konvergenzradius hingt also nicht vom Entwicklungspunkt ab.

Satz 13.1 zeigt, dass (limsup,_, . v/|cx|) ! der Konvergenzradius ist.

Satz 13.2 Sei p(z) = Z cr2* eine Potenzreihe in K, die fiir ein z, € K\ {0} konvergiert. Falls p(z;) = 0 fiir

eine Folge (z;); C K\ {O} mit z; — 0, dann gilt ¢, = 0 fiir alle k € Ny, also p = 0.

Korollar 13.3 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen) Seien

oo (oo}
= Z%Zk, q(z) = dezk
k=0 k=0

zwei Potenzreihen in K mit jeweils positivem Konvergenzradius. Falls 0 ein Hiufungspunkt der Menge
{z €K : p(z) = q(2)} ist, dann gilt ¢, = di fiir alle k € Ny, also p = q.

Satz 13.4 Sei p(z) = Y. cpa” eine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist p stetig diffe-
k=0
renzierbar auf (—R, R) und es gilt fiir alle —R <z < R

o0
'(z) = g kepak—!
k=1

Korollar 13.5 Eine Potenzreihe p wie in Satz 13.4 ist in (—R, R) unendlich oft differenzierbar und es gilt
=5 p(k)(O) fiir alle k € N.

Beispiel. Als Anwendung von Satz 13.4 (und vom Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) zeigt

man, dass
log(1 = —"
og(l+z)=> p—

n=1

fiir alle x € (—1,1).

13.1 Taylor-Reihen

In diesem Abschnitt steht I fiir ein reelles Intervall mit mehr als einem Punkt.

Der folgende Satz beschreibt die Darstellung einer Funktion durch sogenannte Taylorpolynome und einen
Fehlerterm. Der Fehlerterm kann in unterschiedlichen Formen ausgedruckt werden. Im Satz 13.6 steht die
Integralform und die Lagrangesche Form des Fehlertermes.

Satz 13.6 Seien f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion mit n € Ny und z¢ € I (s.g.
Entwicklungspunkt). Dann gilt fiir alle z € 1

f(@) = Talf, 2ol(2) + Ry (2),



wobei

und

Ryi1(z) = % /(x — )" f D (1) at (Integralform).

o
Der Fehlerterm, kann auch anhand der Lagrangeschen Form geschrieben werden:

1

(n+1)! FOD (@) (@ = o)™ (Lagrangesche Form)

Ryja(z) =

fiir ein x; zwischen zy und z (d.h. z1 € [z, z] falls g < 2 und 1 € [z, z0], falls g > ).

To[f, o] : I — R heifst das n-ten Taylorpolynom zu f im Entwicklungspunkt xg.

Bemerkung. Fiir  nah an z fillt der Betrag der Summanden eines Taylorpolynoms fiir wachsenden Index
k ab. Der Betrag des Fehlertermes ist noch um eine (x — x()-Potenz kleiner als der kleinste Summand des
Taylorpolynoms. Die néchste Proposition zeigt, dass der Fehlerterm auch dann klein ist, wenn die Funktion
f nur n-mal stetig differenzierbar ist. Nur muss er nicht um eine ganze (z — zg)-Potenz kleiner sein.

Korollar 13.7 Sei n € Ny und sei f : I — R eine (n)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert fiir
alle xo € I eine stetige Funktion ¢ : I — R mit ¢(xq) = 0, sodass

f() = Tulf, zol(x) + p(x)(x — 20)"  fiir alle x € I,
wobei T, [f, zo] das n-te Taylorpolynom in z ist.

Korollar 13.8 Sei n € Ny, sei f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion mit f+1)(z) =0
fiir alle z € I. Dann ist f ein Polynom vom Grad hichstens n.

Bemerkung. Also, jede Funktion, deren n-te Ableitung identisch verschwindet ist ein Polynom.

Falls f unendlich oft differenzierbar ist, so erhalten wir aus T,, eine Reihe (die Taylorreihe) als formalen
Limes. Es stellt sich dann die Frage, ob und in welchen Punkten x diese Reihe konvergiert und ob der Limes
mit der Funktion f iibereinstimmt.

Definition. Sei I = (a,b), 2o € (a,b) und f € C°°(I). Dann heifit die Potenzreihe T'[f, zo] : [ — R

— 1
T[f, wo](z Z}? (k) (zo)( x—xo)k
k=0

Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt .
Falls ein ¢ > 0 existiert, sodass T[f, zo] auf (xg — d, 29 + §) konvergiert und mit f iibereinstimmt, so nennen
wir f reell analytisch in x.

Satz 13.9 Sei f € C*°((a,b)), sodass ein M > 0 existiert mit
|f™(x)| < M fiir alle n € Ny, z € (a,b).

Dann ist f reell analytisch auf (a,b), das heifst f ist reell analytisch in jedem zq € (a,b).



Bemerkung. Nicht jede C*°-Funktion ist auch reell analytisch! Ein solches Beispiel ist die Funktion f : R — R

mit )
—1/z

fw={o T

0 ,x =0.

Dies Funktione ist C>(R) und (™ (0) = 0 fiir alle n € Ny. Also verschwindet die Taylorreihe T'[f, 0] identisch.
Offensichtlich ist die Taylorreihe also gleich f auf keinem Intervall (—a,a),a > 0.

Satz 13.10 Sei a € R und f(z) := )~ ,ca(z — @)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann ist
die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt a gleich f auf (a —r,a + r), also

T(f,a)(z) = f(z) Vz € (a—rya+7).

Bemerkung. Wir wissen anhand Satzes 13.10, dass die im ersten Teil von Abschnitt 13 gefundene Potenzrei-
hendarstellung von log(1+z) die Taylorreihe ist. Damit haben wir die Taylorreihe fiir den Logarithmus
gefunden:
> (_1)n+1
log(1+2z) = Z —r—2" Vre(-1,1).

n
n=1

Die Identitét gilt sogar fiir = 1 . Dies kann mit Hilfe des Abelschen Grenzwertsatzes bewiesen werden [2].

Durch die Identitét log(z) = log(a) + log(1 4+ £=2) mit einem beliebigen a > 0 folgt

a

> -1 n+1
log zlogan—&—zL

na™

(x —a)" Vzx e (0,2a).

n=1
Der Logarithmus ist also reell analytisch auf (0, c0).

Satz 13.11 (Taylorreihe fiir den Arcus-Tangens) Fiir alle z € (—1,1) gilt

oo m2n+1
arctan(z) = Z(—l)" Tl
n=0

Bemerkung. Die Identitat gilt auch fiir x = £1 . Dies kann wieder mit Hilfe des Abelschen Grenzwertsatzes
bewiesen werden [2]. Der Arcus-Tangens ist also reell analytisch auf (—1,1).

Satz 13.12 (Weierstrafischer Approximationssatz) Jede auf einem kompakten Intervall [a,b] C R ste-
tige Funktion f : [a,b] — R kann gleichméfig durch Polynome approximiert werden, d.h. fiir jedes ¢ > 0
existiert ein Polynom p, sodass

IIf 7p||sup,[a,b] <e.

Bemerkung. Im Vergleich zu Satz 13.6 braucht der Weierstrafischer Approximationssatz keine Differenzier-
barkeit der Funktion f. Die approximierenden Polynome im Weierstrafsschen Approximationssatz sind aber
nicht explizit bekannt. Man weifs nur, dass sie existieren.

14 Metrische Raume

In diesem Kapitel werden wir die Grundlage fiir die mehrdimensionale Differential- und Integralrechnung
fiir Funktionen f : R® — R™ schaffen. Der euklidische Raum R? ist ein Beispiel von normierten Riumen.
Normierte Rdume sind dann spezielle metrische Rdume. Wir werden also erst manche Begriffe aus der Analysis
in R auf allgemeine metrische Ridume iibertragen.



14.1 Metrische Riaume

Definition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Metrik (Abstandsfunktion) auf X ist eine Abbildung d : X x X — [0, c0),

sodass:
d(z,y) >0 firalez,ye X, undd(z,y) =0&z=y, (positiv definit)
d(z,y) = d(y,z) fiir alle 2,y € X, (symmetrisch)
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) fiir alle z,y,z € X. (Dreiecks-Ungleichung)

(X, d) heilt dann metrischer Raum.
Definition. Die Menge R™ aller n-Tupel reeller Zahlen
R" :={ax = (z1,22,...,2n) 1 z; €ER,j=1,...,n}

heifit der (n-dimensionale) euklidische Raum.
Die Abbildung (-,-) : R® x R™ — R definiert durch

n
(z,y) = Za:jyj fir z,y € R"
j=1

heifst das euklidische Skalarprodukt.

1/2
Die Abbildung || - ||2 : R™ — [0, 00), ||z||2 := (Z;‘Zl xf) heifst die euklidische Norm.
Bemerkung. Fiir n = 1 ist die euklidische Norm gleich dem Betrag, |z||2 = |z| fur alle z € R.

Proposition 14.1 (Cauchy—Schwarz—Ungleichung) Fiir alle z,y € R™ gilt

@ 9)| < llzllz flyll2-

Proposition 14.2 Sei X C R" eine beliebige Teilmenge und d : X x X — [0, 00) gegeben durch d(z,y) := ||x—y]|2.
Dann ist (X, d) ein metrischer Raum.

Bemerkung. Auch beliebige Teilmengen von R, C und Q mit dem Abstand d(z,w) := |z —w| sind metrische
Raume.

14.2 Normierte Riume

Normierte Rdume sind spezielle metrische Raume. Genauer gesagt kann aus jeder Norm eine Metrik und
somit aus jedem normierten Raum ein metrischer Raum konstruiert werden. Bei normierten Rdumen muss
die unterliegende Menge X ein Vektorraum sein und eine Metrik induziert durch eine Norm erfiillt mehrere
Eigenschaften als eine allgemeine Metrik.

Definition. Seien ein Korper K, eine nicht-leere Menge V' und zwei Verkniipfungen

+: VXV =5V, (z,y) mzxz+y, Addition
KxV =V, (\z) = Az Skalarmultiplikation



gegeben. Dann heifit V' ein K- Vektorraum (oder ,Vektorraum iiber K“), wenn fiir alle z,y,z € V und A\, u € K

gilt:

rT+y =yt
(+y)+z=a2+(y+2).
Es existiert ein Element 0 € V mit x +0 =2 Vz e V.

Es existiert genau ein Element — z mit « + (—z) = 0.

lz =z, wobeil € K das neutrale Element bzgl. der Multiplikation in K.

Apz) = (Ap)w.
AMz+y) = Az + Ay
A+ p)z =+ pa.

Beispiel. 1. In R" definieren wir die Addition + : R™ x R™ — R" durch

x4 w:=(x] +wr,xa +wa,..., T, +w,) firz,weR",

und die Skalarmultiplikation R x R™ — R™ durch

Az = (Azy, ..., z,) firzeR", AeR.

<

AAAAAAAA
=<2 =222 ;
W ~J O U W N =
S IR IR N

Mit diesen Verkniipfungen ist R™ ein Vektorraum. Der Nullvektor in R™ und das inverse Element —z
zu x € R™ sind gegeben durch

0 := (0,0,...,0), —x = (—x1,—Ta,...,—Tp).

2. Sei I C R ein Intervall und sei fiir zwei Funktionen f, g : I — R und fiir reelle Zahlen A € R die Addition
f + g und Skalarmultiplikation \f jeweils punktweise erklirt. Dann sind mit diesen Verkniipfungen die
folgenden Mengen von Funktionen

B(I):={f:1I—R: fist beschrinkt auf I},
COI):={f:1—R: fist stetig},
(I):={f:I—R: fist k-mal stetig differenzierbar}, k €N,
(I):={f:I—R: fist integrierbar iiber I}

jeweils Vektorrdume iiber R.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung

sodass gilt:

-1V =1[0,00) v |lvf],

lv] > 0 firalleveV, und ||| =0<v=0, (positiv-definit)
Mol = A [v]| fir alle A e K, v €'V, (absolut homogen)
lv+w]| < |lo|| + Jw]| fir alle v,w € V. (Dreiecksungleichung)
(VoI - ) heifst dann ein normierter Raum.

Bemerkung.

1. Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort, dass fiir alle u, v € V' gilt:

lull < lu— vl + vl und  [llu] = ||| < fu—wo].

10



2. Fiir einen beliebigen normierten Raum (V|| - ||) und eine beliebige Teilmenge X C V ist (V,d) mit
d(z,y) := ||z — y|| ein metrischer Raum.

Beispiel. 1. Die ,euklidische Norm*“ ist tatséchlich eine Norm. Insbesondere sind (R, |-|) und (C,|-|), also
die reellen bzw. komplexen Zahlen mit dem Betrag in R bzw. C normierte Riume.

2. Sei I = [a,b] C R. Dann ist die Supremumsnorm || - [|sup,; eine Norm auf den Vektorriumen B(I), C°(I)
und C*(I), k € N. Wir kontrollieren hier dafiir die Dreiecksungleichung und iiberlassen den Rest der
Leserin.

1 + gllsup = SLéII)|f(x)+g(x)| < StéI;(lf(x)lﬂg(I)l) = [[fllsup + llglsup;

wobei wir die Dreiecksungleichung in R benutzt haben.

14.3 Topologische Begriffe

Obwohl wir, anders als in [3], so genannte topologische Rdume nicht ausfiihrlich besprechen werden, brauchen
wir manche topologische Begriffe. Vor allem sind es offene Mengen, abgeschlossene Mengen und der Rand
einer Menge. Vieles aus der Analysis ldsst sich in topologischen Rdumen betrachten. Wir verbleiben aber
weniger allgemein und arbeiten in metrischen Rdumen oder sogar in normierten Rdumen und spéter meistens
nur in R™.

In diesem Abschnitt ist (X, d) immer ein metrischer Raum.

Definition. 1. Der offene Ball um zy € X mit Radius R > 0 ist gegeben durch
B(zo, R) = {z € X : d(z,20) < R}.
2. Sei S C X nichtleer. Dann heiftt S beschrinkt, falls xqg € S und R > 0 existieren, sodass
S C B(zg, R).

Proposition 14.3 1. Eine Menge S C X ist genau dann beschrinkt, wenn fiir jedes z; € X ein Ry > 0
existiert mit S C B(z1, R1).

2. Sei (V,||-]|) ein normierter Raum, X C V und d die Metrik d(z,y) := ||z — y||. Dann ist eine Teilmenge
S C X genau dann beschriankt, wenn ein M > 0 existiert, sodass

|zl < M fiir alle x € S.

Definition. Sei S C X beliebig.

1. Das Innere von S ist gegeben durch

S :=intS := {z €S : esgibt 7> 0 mit B(z,r) C S}.

2. Der Rand von S ist gegeben durch

89S = {x e X : firaller >0gilt B(z,r)NS # 0 und B(z,r) N (X \S) # 0}.

3. Der Abschluss von S ist gegeben durch

©l

= SU0IS.

11



4. S heifit offen, falls S = 5', und abgeschlossen, falls S = S.

Bemerkung. 1. Eine Menge S C X ist also genau dann offen, wenn fiir alle x € S ein r > 0 existiert mit
B(z,r) C S.

2. Die Mengen S = X und S = 0 sind beide sowohl offen als auch abgeschlossen!

3. Es gilt 0X = 00 = 0.

4. Sei I C R einer der Intervalle [a, b], [a, ), (a,b] und (a,b) fiir a < b. Dann ist immer
I = (a,b), 0I ={a,b}, T = [a,b].

Also ist (a,b) offen, und [a, b] abgeschlossen. Halboffene Intervalle (a, b] und [a, b) sind weder offen noch
abgeschlossen. Intervalle (—oo, a) und (a,00) sind offen und (—o0, al, [a, o) sind abgeschlossen.

Proposition 14.4 Fiir beliebige g € X und R > 0 ist die Menge B(z, R) offen.
Proposition 14.5 Seien A C X und B C X beliebig. Dann gilt:

(i) AcB = AcB,

(i) Ac AcA4,

(i) A\ A c 04,

A = AUdA,

(X\4)" = X\ A4

(iv

(v
(vi) A ist genau dann abgeschlossen, wenn X \ A offen ist,
(vii) A ist offen,

)
)
)
)
)
)
)
)

(viii) A ist abgeschlossen.

Satz 14.6 Sei X metrischer Raum und sei 7 die Menge aller offenen Teilmengen von X. Dann gilt

1.0, X eT.
2. Falls A1, A € T, soist auch Ay NAy e T.

3. Falls I eine beliebige Indexmenge (endlich, abzihlbar oder iiberabzihlbar) und falls fiir alle ¢ € I eine
Menge A, € T gegeben ist, so ist auch

UAiET~

iel
4. Fiir alle z,y € X mit z # y existieren Mengen U,V € T mit
zelU,yeVundUNV = 0.

Bemerkung. 1. Nach Satz 14.6 (ii) sind endliche Schnitte offener Mengen offen.

2. Ein Schnitt unendlich vieler offener Mengen muss nicht offen sein: Ein Beispiel sind die offenen Mengen
A; = (—1,1+1),i € N. Es ist dann

1
ﬂ (—.,,> =1[0,1] abgeschlossen.

! 1 1
1€N
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3. Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen: Seien B;,: € I abgeschlossene Mengen,
wobei [ eine beliebige Indexmenge ist. Dann gilt

(ﬂ Bi> abgeschlossen < (X \ ﬂ Bi) offen < U(X \ B;) offen.
i€l i€l i€l

Das letzte gilt dann nach Satz 14.6 (iii).
4. Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

5. 0A ist immer abgeschlossen.

Bemerkung. Sei X eine Menge und 7 ein System von Teilmengen von X, die alle Eigenschaften (i)-(iii)
von Satz 14.6 erfiillen. Dann heift (X, 7)) ein topologischer Raum und T eine Topologie auf X. Zum Beispiel,
Konvergenz und Stetigkeit machen auch in topologischen Raumen (d.h. auch ohne eine Metrik) Sinn, siehe
§1[3]. Wir verbleiben aber in metrischen Réumen.

Satz 14.6 zeigt, dass ein metrischer Raum mit dem System 7 von offenen Teilmengen ein topologischer Raum
ist.

Proposition 14.7 1. Sei (X, d) metrischer Raum und seien z9 € X, R > 0 beliebig. Dann gelten:

0B(zo,R) C {x € X : d(z,z9) = R}, B(zo,R) C {x € X : d(z,z9) < R}.

2. Sei (V,|| - ||) normierter Raum, seien zo € V, R > 0. Dann gelten
0B(zg,R) = {xr € X : ||z — zo| = R}, B(zg,R) = {z € X : ||z — x| < R}.

Bemerkung. Gleichheit im ersten Teil von Proposition 14.7 gilt im Allgemeinen nicht. Als Beispiel neh-
men wir den metrischen Raum X = {0,1} mit d : X x X — R definiert durch d(0,1) = d(1,0) = 1,
d(0,0) = d(1,1) = 0. Es gilt

B(0,1) = {0}, 0B(0,1) =0, {xeX :d(z0) =1} = {1}.
Definition. Sei (X, d) metrischer Raum.

1. Eine Folge (2,,),cy in X heift konvergent gegen x € X (wir schreiben z,, — x (n — oo) oder
lim,, o z, = z), falls

d(zp,xz) = 0(n — 00).
2. Eine Folge (z,,),,cy in X heifit beschrinkt, falls ein 2 € X und ein R > 0 existieren mit
d(xn,z) <R fiir allen € N.
3. Eine Folge (z,),,cy in X heift Cauchyfolge, falls
d(xp, Tm) = 0(n,m — o).

4. (X,d) heifst vollstindig, falls jede Cauchyfolge in X konvergiert.

5. Wir nennen x € X Héufungspunkt der Folge (z,,),cy in X, falls zu jedem £ > 0 und jedem N € N ein
j € N existiert mit j > N und d(z;,z) < e.
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6. Sei A C X. Punkt zg € X heifit Hiufungspunkt von A, falls eine Folge (x,,), in A\ {zo} existiert mit
Ty — o (N — 00).

7. Eine Menge U C X heifitt Umgebung von zo € X, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle z € X mit
d(x,x0) < € die Eigenschaft x € U erfiillt ist.

Satz 14.8 Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt
1. Jede Folge in X hat hochstens einen Grenzwert.

2. Konvergente Folgen sind beschrinkt.

3. Konvergente Folgen sind Cauchyfolgen.

Definition. Eine Folge (z,,), in einem normierten Raum heifit konvergent/ beschrénkt/ Cauchyfolge/ besitzt
einen Haufungspunkt, wenn die entsprechende Eigenschaft beziiglich der induzierten Metrik (d(x,y) := ||[x—y]|)
gilt. Ein normierter Raum heifst vollsténdig, wenn der induzierte metrische Raum vollstindig ist.

Bemerkung. Analog zu Folgen in R beweist man die iiblichen Rechenregeln fiir Folgen im normierten K-
Vektorraum (V|| - ||). Falls (25,),,c5y €V, (Yn),eny C V konvergent gegen x € V bzw. y € V sind und falls
(@n),en € K gegen o € K konvergiert, dann gilt

lim (z, +yn) =+, lim Az, = Az, lim apz, = ax

n—oo

fir alle A € K.

Natiirlich gibt es keine Aussage iiber x,y,, weil dieses Produkt im allgemeinen Vektorraum nicht definiert
ist.

Satz 14.9 Sei (X, d) metrischer Raum, A C X. Dann sind dquivalent:

1. z € A.

2. Es existiert eine Folge (7,), oy in A mit x, — z(n — 00) in X.
Weiterhin sind dquivalent:

3. A ist abgeschlossen.

4. Falls (z,,),,cy € A und 2, — 2 (n — 00) in X, dann gilt z € A.

Bemerkung. Der erste Teil von Satz 14.9 sagt, dass der Abschluss einer Menge A aus A und aus allen
Haufungspunkten von A besteht.

Beispiel. Man kann mit Hilfe von Satz 14.9 zeigen, dass die Ellipse
E = {(z,y) € R? : (2)2—1- (%)2 = 7“2}
mit a,b,7 > 0 als Teilmenge von R? (mit der euklidischen Metrik) abgeschlossen ist.
Proposition 14.10 Sei (X, d) metrischer Raum, (x,, ), eine Folge in X und z € X. Dann sind dquivalent:

1. z, =z (n — o0).
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2. Fiir alle U C X offen mit x € U existiert ein N € N, sodass x,, € U fiir alle n > N.
Definition. Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit dicht (in X), falls A = X.

Beispiel. Q ist dicht in R.

14.4 Kompaktheit

Kompakte Mengen in einem metrischen Raum sind, grob gesagt, die Mengen, auf den stetige Funktionen die
gleichen schonen Eigenschaften wie stetige Funktionen auf kompakten Intervallen [a,b] C R haben.

Definition. Sei (X, d) metrischer Raum und K C X.

1. K heifit (iiberdeckungs-) kompakt, falls fiir jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberde-
ckung existiert. Das heift, falls aus

K C U U;, I beliebige Indexmenge, U; offen fiir alle i € I,
iel

folgt, dass N € N und i(1),...,i(N) € I existieren, sodass
N
j=1

2. K heiltt folgenkompakt, falls jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge (also einen Haufungspunkt
in K) besitzt.

Satz 14.11 Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei K C X iiberdeckungskompakt. Dann ist K auch folgen-
kompakt.

Bemerkung. 1. Es gilt in allgemeinen metrischen Riiumen sogar die Aquivalenz der zwei Kompaktheits-
begriffe, siehe Satz 10.9 in [5].

2. Satz 14.11 sagt also dass jede Folge (z;); in einer kompakten Menge K eine in K konvergente Teilfolge
enthélt. Das ist sehr dhnlich dem Satz von Bolzano- Weierstraf$ in R, wo aber die Beschrianktheit der Fol-
ge reicht. Allgemeine beschrinkte Folgen in metrischen Réumen (oder in normierten Raumen) miissen
keine konvergente Teilfolge besitzen - Kompaktheit ist hier wichtig! Allerdings reicht die Beschranktheit
in allen endlich dimensionalen Rdumen. In R™ behauptet dies Satz 14.20.

Proposition 14.12 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Jede folgenkompakte Teilmenge K C X ist abgeschlossen
und beschrankt.

Bemerkung. Es gibt abgeschlossene, beschrinkte Mengen, die nicht folgenkompakt (oder kompakt) sind.
Diese Mengen existieren aber nur in unendlich dimensionalen metrischen Riéumen, wie z.B. in {! (Raum aller
absolut summierbarer Folgen). Solche Rdume untersucht man in der Funktionalanalysis.

Proposition 14.13 Sei (X, d) ein metrischer Raum und K C X kompakt. Jede abgeschlossene Teilmenge
A C K ist auch kompakt.

14.5 Stetigkeit im metrischen Raum

Definition. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.
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1. f heifit in einem Punkt xq € X stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, sodass
fir alle x € X mit dx(z,20) <9 :  dy(f(x), f(zo)) <e.
2. f heifst stetig auf S C X, falls f in jedem z(y € S stetig ist.
3. f heifst Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 existiert mit
dy (f(z), f(2)) < Ldx(z,z) fir alle z,z € X.

Satz 14.14 Sei f : X — Y eine Abbildung, 2o € X. Dann ist f genau dann in zq stetig, wenn fiir alle Folgen
(zx)g in X mit z; — xo in X gilt
flzr) = f(zo) in Y.

Definition. (Grenzwert einer Funktion) Seien (X,dy) und (Y, dy) metrische Rdume und A C X, sei
zo € X Haufungspunkt von A und sei f: A — Y eine Abbildung und yy € Y. Wir schreiben

lim f(z) = yo,

Tr—xo
falls fiir jede Folge (zx)r in A\ {zo} mit xx — xo (kK — 00) gilt, dass f(zr) — yo in Y fiir k — oo.

Satz 14.15 Seien X und Y zwei metrische Raume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn
fiir jede offene Menge V C Y die Urbildmenge f~!(V) offen in X ist.

Korollar 14.16 Seien X,Y, Z metrische Rdume und f : X — Y, g : Y — Z stetige Abbildungen. Dann ist
auch die Komposition

gof: X = Z (gof)(z) = g(f(x))
stetig.

Bemerkung. 1. Die Stetigkeit von f : X — Y ist dquivalent auch dazu, dass fiir jede abgeschlossene
Menge V C Y die Urbildmenge f~1(V) abgeschlossen in X ist.

2. Es gilt nicht, dass stetige Funktionen offene Mengen in offene Mengen abbilden. Ein Beispiel sind kon-
stanten Funktionen in R. Auch abgeschlossene Mengen werden im Allgemeinen nicht auf abgeschlossene
mengen abgebildet. Ein Beispiel ist exp : R — R, wobei das Bild von R das offene Intervall (0, c0) ist.

Die gleichméfige Stetigkeit von Funktionen zwischen metrischen Rdumen und die punktweise und gleich-
mifige Konvergenz von Folgen von Funktionen zwischen metrischen Raumen werden analog zum R-Fall
definiert.

Definition. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume.

1. Eine Abbildung f : X — Y heilit gleichmdfSig stetig, falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert, sodass fiir
alle z,xg € X mit dx(x,z0) < ¢ gilt, dass

dY(f(I),f(QSO)) <e.

2. Seien f;,f : X =Y, j € N gegeben. Dann sagen wir, f; konvergiert gegen f punktweise fiir j — oo,
falls fiir alle x € X

dy (fj(@), f(x)) = 0(j — o0).
Wir sagen, f; konvergiert gleichmdfig gegen f fiir j — oo, falls

sup dy (fj(x), f(x)) = 0(j — o0).
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Genauso wie bei Funktionen in R iibertrdgt sich bei gleichmé&figer Konvergenz einer Folge von stetigen
Funktionen die Stetigkeit auch an den Limes. Und der Beweis ist auch komplett analog.

Satz 14.17 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Falls f; : X — Y stetig ist fiir alle j € N und
fi = f(j = o00) gleichméfiig konvergiert, so ist f stetig.

Wie wir in Analysis I gesehen haben, haben stetige reellwertige Funktionen auf einem kompakten Intervall
ihr Maximum und Minimum und sie sind gleichmifig stetig. Das gleiche gilt, wenn das Intervall durch eine
kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ersetzt wird.

Satz 14.18 Sei K C X kompakt und sei f: K — R stetig. Dann gilt

1. f(K) is kompakt.
2. Das Maximum und Minimum von f werden angenommen.

Satz 14.19 Sei K C X kompakt und f: K — Y stetig. Dann ist f gleichmifig stetig.

14.6 Spezielle Eigenschaften des euklidischen Raums R"

In diesem Abschnitt arbeiten wir im euklidischen Raum R™ mit der Metrik d(z,y) := ||z — y]|2.

Bemerkung. Es ist einfach folgende zwei Aussagen nachzuweisen.

1. Die Konvergenz einer Folge von Punkten in R™ ist dquivalent dazu, dass fiir jedes k € {1,...,n} die
Folge der k-ten Komponenten in R konvergiert.

2. Die Stetigkeit von f = (f1,..., fm): U C R™ = R™. ist dquivalent zur Stetigkeit von allen Komponen-
ten f; : U - R, 1 <i<m.
Der Satz von Bolzano-Weierstraf gilt in R™ genauso wie in R, d.h. fiir alle beschrinkte Folgen. Es ist eine

Folgerung aus Satz 14.11 und der Kompaktheit jedes Quaders [—L, L]", siehe Satz 3.2 in [3].

Satz 14.20 (Bolzano-Weierstraf) Jede beschriankte Folge in R™ besitzt eine konvergente Teilfolge.
Satz 14.21 (Heine-Borel) Fiir K C R” sind dquivalent:
1. K ist kompakt.

2. K ist folgenkompakt.

3. K ist abgeschlossen und beschrinkt.

14.6.1 Anwendung: Fundamentalsatz der Algebra und Partialbruchzerlegung

Mit Hilfe von Satz 14.18 kann man den Fundamentalsatz der Algebra beweisen.

Satz 14.22 (Fundamentalsatz der Algebra) Sei n > 1 und P : C — C,P(z) = >} _,cxz" (mit
¢, € C,k=0,...,n, ¢, # 0) ein Polynom von Grad n. Dann hat P mindestens eine Nullstelle, d.h. es gibt
ein zg € C, sodass P(z) = 0.
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Korollar 14.23 Jedes Polynom N > n-ten Grades, P(z) := > ,_ ckz", mit komplexen Koeffizienten ldsst
sich in ein Produkt von Linearfaktoren zerlegen:

P(z)=cp(z —21)(z — 22) ... (2 — 2zn),
wobei 2, € C,k=1,...n

Bemerkung. In Korollar 14.23 miissen die Nullstellen zi,...,z, natiirlich nicht unterschiedlich sein. Bei
1 < r < n unterschiedlichen Nullstellen mit Mehrfachheiten my,...,m, kann man P schreiben als

P(2) = ealljy (2 — 2)™.

Satz 14.24 (Partialbruchzerlegung) Seien P, @ : C — C Polynome, wobei Q(z) = c,Ilj_;(z — 2;)™
Dann kann die rationale Funktion R := g geschrieben werden als

R(z +ZZ —
j1k1 J

wobei T' ein Polynom ist und d;; € C. T sowie die Zahlen d; ; sind eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Satz 14.24 kann fiir die Integration rationaler Funktionen benutzt werden. Fiir die Summanden
T und (Z‘i’izk)k findet man némlich Stammfunktionen sehr einfach.
J

15 Kurven und Kurvenintegrale

Kurven sind anschauliche geometrische Objekte. Diese m6chten wir jetzt analytisch untersuchen. Es geht um
die Parametrisierung einer Kurve, um die Definition und Berechnung deren Linge und um die Integration
von Funktionen, die auf Kurven definiert werden.

15.1 Kurven

Definition. Sei I C R Intervall und m € N. Eine stetige Abbildung
f:I—-R™

heift Kurve (oder genauer Kurvenparametrisierung). Wir nennen f(I) die Spur der Kurve f.
Eine Kurve f heifit differenzierbar in ¢ € I, falls

existiert. f’(t) heilt dann Ableitung in ¢.

f heifst differenzierbar, falls f fiir alle t € I differenzierbar in ¢ ist, f : I — R™ heilt stetig differenzierbar,
falls zusétzlich ¢ — f'(t) stetig ist in T.

f I — R™ heit reguldr, falls f stetig differenzierbar ist und zusatzlich f/(¢) # 0 fiir alle t € I gilt.

Bemerkung. 1. Der Quotient —(f(s) — f(t)) ist ein Vektor in R™. Es ist der Richtungsvektor der
Sekante durch die Punkte f(s), f(t), s € I\ {t}. Die Ableitung ist dann f’(¢) der Richtungsvektor der
Tangente an die Spur von f in f(t).
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2. Eine Kurve ¢ — f(t) kann man auch als eine Bewegung in R™ verstehen und ¢ als eine Zeitvariable.
Dann enstpricht f(¢) dem Geschwindigkeitsvektor der Bewegung. Die skalare Grofe || f/(¢)]|2 bezeichnet
dann, wie schnell die Kurve durchlaufen wird.

3. Da die Konvergenz einer Folge von Vektoren in R &quivalent zur Konvergenz in jeder Komponente
ist, gilt fiir die Ableitung f’(¢) von einer Kurve ¢t — f(t) € R™

f@) = (f1@), f), - fra (1))
und f ist genau dann differenzierbar in ¢ € I, wenn fiir alle i = 1,..., m die Kompenentenfunktion f;

differenzierbar in t ist.

Definition. Sei f : I — R™ eine regulire Kurve. Dann heift f/(t) € R™ Tangentialvektor der Kurve im

Punkt f(¢) und ”ff,/(% der Tangentialeinheitsvektor.

Bemerkung. Wenn sich zwei reguldre Kurven schneiden, kann der Schnittwinkel definiert werden. Dieser
wird als der Winkel zwischen den zwei Tangentialvektoren definiert.

Definition. Seien I, J C R Intervalle und f: I — R™, g : J — R™ reguldre Kurven und gelte f(t1) = g(t2)
fiir zwei Werte t1 € It € J. Dann heift 6 € [0, 7] mit

o ('), g/ (t2))
O = T @) lllg @)l

der Schnittwinkel der Kurven f und g bei den Parameterwerten ¢y, to.

Die Spur einer Kurve kann mehrere Kurvenparametrisierungen haben. Zum Beispiel, f(t) := (0,¢) fir ¢ € [0, 1]
sowie g(t) := (0,¢5) fiir ¢ € [0, 1] stellen die Strecke zwischen den Punkten (0,0) € R? und (0,1) € R? dar.

Definition. Seien I, J C R Intervalle. Die Kurven f : I — R und g : J — R" heiflen dquivalent, falls es
eine stetige bijektive Abbildung ¢ : J — I gibt, sodass g = f o ¢, d.h.

g(t) = f(p(r)) firalle T € J.

© heifst eine Parametertransformation. g heift dann eine Umparametrisierung von f.
Eine Parametertransformation ¢ heiRt eine C'— Parametertransformation, falls o € C*(J).

Bemerkung. 1. Offenbar sind die Spuren &dquivalenter Kurven identisch, nur werden sie verschieden
durchlaufen.

2. ¢ : J — I bijektiv und stetig ist entweder streng monoton steigend (,orientierungstreu”) oder streng
monoton fallend (,orientierungsumkehrend). Nach einer orientierungstreuen Transformation wird die
Kurve ¢t — ¢(t) beim wachsenden ¢ in derselben Richtung durchgelaufen, wie fiir ¢ — f(¢).

Jetzt widmen wir uns der Linge von Kurven. Diese wird definiert als das Supremum der Summe der Sekan-
tenldngen {iber alle mogliche (belibig feine) Zerlegungen von [a, b].

Definition. Sei a < b, f : [a,b] — R™ Kurve. Dann heifit f rektifizierbar mit der Linge (Bogenldnge) L,
falls

L(f) == sup { D> |f(t:) = f(tica)ll2 : a=to <ty <--- <t, =b}
i=1
endlich ist. (Das Supremum wird also iiber beliebige Zerlegungen des Intervalls [a, b] gebildet.)
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Satz 15.1 Jede stetig differenzierbare Kurve f : [a,b] — R™ ist rektifizierbar und fiir ihre Lange L gilt
b
L) = [ 1f @l

Falls der Begriff der Kurvenldnge unserer Erwartung entsprechen soll, muss die Linge unabhéngig von der
Wahl der Parametrisierung sein.

Satz 15.2 Sei f : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve, ¢ : [a, 5] — [a, b] bijektiv, stetig differen-
zierbar und g : [, 8] — R™ die durch ¢ induzierte Umparametrisierung g := f o . Dann gilt L(f) = L(g).

Definition. Sei f : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dei Funktion sy : [a,b] — [0, L(f)],

5p(t) = / 1/ ()2 dr

heifst die Bogenlingenfunktion von f.

Auch der Schnittwinkel ist von der Parametrisierung unabhégig (ggf. bis auf einen Ubergang zum 7 —Komplementiren
Winkel).

Proposition 15.3 Seien 1, I; C R Intervalle und seien Kurven fi o : I1 2 — R™ regulér mit fi(t1) = fa(t2)
fiir ein t1 € I1,ty € I5. Sei 6 der Schnittwinkel von f; und f5 in den Parameterwerten ¢; bzw. t5. Seien nun
w12t 10 = Ji 2 zZwel C'-Parametertransformationen und g; := f; o ¢;,i = 1,2 die transformierten Kurven.

Fir 7, == ¢ 1(ti) gilt dann g1 (71) = g2(72) und der Schnittwinkel § von g; und g2 in den Parameterwerten
71 bzw. T erfillt

e 0= 0, falls ¢ 2 beide orientierungstreu oder beide orientierungsumkehrend sind.

e O =7 — 0, falls eine von ¢ 5 orientierungstreu und die andere orientierungsumkehrend ist.

15.2 Kurvenintegrale

Uber Kurven kénnen wir stetige Funktionen integrieren. Wir beschriinken uns auf Funktionen mit Werten
in R™ n € N und unterscheiden dabie zwei typen von Integralen. Im ersten Typ wird eine skalare Funktion
(n = 1) iiber eine Kurve 7 : [a,b] — R™ integriert. Im zweiten Typ betrachtet man eine vektorwertige
Funktion f:R™ DV — R™ und integriert deren tangentiale Komponente iiber die Kurve v : [a, b] — R™.

15.2.1 Kurvenintegrale 1. Art

Eine physikalische Motivation:

Eine C'-Kurve v : [a,b] — R? is gegeben und darauf wird ene Dichteverteilung t — p(y(t)) definiert. Gesucht
wird die Gesamtmasse M(vy) der Kurve. Analog zu Riemannschen Summen betrachtet man Zerlegungen
a=ty<t; <--- <ty =bvon [a,b] mit Stiitzstellen §; € [t;_1,¢;]. Dann wird M () approximiert durch

N N
M(y) = Y p(ENI(E) = y(ti—)ll2 = D oy (ED I (07)12(8; — 1),
j=1

j=1
wobei n; € [t;_1,t;] (Mittelwertsatz). Mit N — oo gilt offenbar n; — &; fiir alle j und falls die Summe
konvergiert, ergibt sich das Integral f; p(v()|1Y (®)||2 dt. Also

M) = [ pa®) Ol
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Definition. Sei V' C R™ offen, ~ : [a,b] — V stetig differenzierbare Kurve. Sei h : V' — R stetig. Dann heifit

b
/ hds = / R () D)2 dt

das Kurvenintegral 1. Art von h entlang ~.
Bemerkung. 1. Fiir p=1ist M(vy) = L(v), d.h. die Lange der Kurve.
2. Mit der Bogenlénge s(t) := f; 17/ (7)]|2 AT ist

ds

20 =IOl

Also, nach der Substitution 7 = s(t) ist
L(v)
/h ds = / h(y(s=1(7))) dr.
¥y 0

3. Das Kurvenintegral 1. Art erfiillt
. f.y()‘lfl(s) +A2fa(s))ds =\ fv fi(s)ds + Az fv fa(s)ds,
S, £(s)ds| < [, ()] ds < 1O sup o L)

fiir alle £, f1, f2 : V. C R™ — R stetig (mit V offen), alle A;, A2 € R und alle C*-Kurven ~ : [a,b] — V.

15.2.2 Kurvenintegrale 2. Art

Eine physikalische Motivation:

Eine C'-Kurve v : [a,b] — R? is gegeben. Ein Massepunkt wird unter Einwirkung eines duReren Kraftfeldes
F:V Cc R?® - R? von v(a) nach v(b) entlang der Kurve v bewegt. Gesucht wird die geleistete Arbeit W.

Wir berachten wieder eine Zerlegung a = to < t; < --- <ty = bvon [a, b] und setzen z; :=7y(¢;),7=1,...,N.
Da Arbeit fiir eine Bewegung entlang einer geraden Strecke gleich der Kraft in der Bewegungsrichtung mal
der Streckenlénge ist, folgt

WY (F(v(&)), —xi1) = Y (F(¥(&)), 7 () (5 — tj-1),

N N
=1 j=1

J

wobei §;,7; € [tj_1,t;] Zwischenpunkte sind.
Mit N — oo ergibt sich

b
W= [ (FO).0) d.

Definition. Sei V' C R™ offen, 7 : [a,b] — V stetig differenzierbare Kurve. Sei F' : V' — R™ stetig. Dann
heifst

b
/F~ dz = / F(y(t) -+ (t) dt
y a
das Kurvenintegral 2. Art von F entlang ~.
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Bemerkung. Das Kurvenintegral 2. Art erfiillt
o [[MFi(2) + AoFy(@) - dz =\ [ Fi(z) dz+ X [, Fa(a) - da,

J, Pl@) - de| < maxeeyan IFO)2 L)
fiir alle F, Fy, Fy : V C R™ — R™ stetig (mit V offen), alle A1, A2 € R und alle C*-Kurven v : [a,b] — V.

Wir untersuchen jetzt die Abhéngigkeit der oben definierten Kurvenintegrale von der Parametrisierung.

Satz 15.4 Sei V' C R™ offen, v : [a,b] — V stetig differenzierbare Kurve, ¢ : [o, 8] — [a,b] eine stetig
differenzierbare Funktion mit ¢'(7) # 0 fiir alle 7 € [«, ], und sei 7 := v o ¢ die durch ¢ umparametrisierte
Kurve.

1. Fiir alle h : V — R stetig gilt

/hds = /hds.
v v

2. Fiir alle stetigen Vektorfelder F': V — R™ gilt

/F-d}zi/F-d},
vy 5

mit ,+* falls ¢ orientierungserhaltend, und ,,—* falls ¢ orientierungsumkehrend ist.

16 Differentialrechnung im R"

In Analysis [ haben wir die Ableitung von Funktionen f : R — R gelernt. Diese gibt die Steigung der Funktion
in der positiven t—Richtung an. Fiir Funktionen f : R® — R, n > 1 gibt es unendlich viele Richtungen in
den man die Steigung betrachten kann. Steigungen in bestimmten Richtungen nennen wir “Richtungsablei-
tungen”. Den Begriff “Ableitung” (totale Ableitung) behalten wir fiir eine lineare Abbidlung R™ — R, die die
Funktion f : R™ — R lokal approximiert, cf. Lineare Approximierbarkeit von differenzierbaren Funktionen
aus Analysis I. Fiir Funktionen f : R™ — R™ n,m € N werden dann Richtungsableitungen und die Ableitung
komponentenweise definiert.

Wir werden ab jetzt moglichst konsequent Vektoren in der Form von Spalten (eher als Reihen) darstellen,

d.h. v € R™ ist
U1
v=| | =(v,...,vm)".

Um

16.1 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen und die (totale) Ableitung

Sei im Folgenden stets U C R" offen, f: U — R™ und e;, j = 1,...,n die Standard-Einheitsvektoren im R",
dh. e; = (1,0,...,00T € R", ey = (0,1,0,0,...,0)T € R", usw.
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Definition. Sei f : U — R™, x € U. Wir sagen, dass f im Punkt x eine Ableitung in Richtung v € R™
besitzt, falls
et~ f)

t—0 t

existiert (in R™). Diesen Limes bezeichnen wir dann mit 9, f ().

Ist v = e, j € {1,...,n} und existiert 9;f(z) := 0, f(x), so heifit diese Richtungsableitung j-te partielle
Ableitung von f in x, wir schreiben dafiir auch %f(x) oder %(w).

f heifst partiell differenzierbar in x, falls alle pai"tiellen Ableitjungen 0;f(x), j = 1,...,n existieren, und
partiell differenzierbar (auf U), falls die partielle Ableitung 0; f(x) fiir alle j = 1,...,n und fiir alle z € U
existiert. SchlieRlich heifit f stetig partiell differenzierbar, falls 0; f zusatzlich stetig ist fiir alle j =1,...,n.

Bemerkung. 1. 9, f(z) existiert also genau dann, wenn ¢’(0) existiert, wobei g : R — R™, g(t) := f (z + tv).

2. Im Spezialfall einer Kurve f : R D U — R™ erhalten wir die gleiche Ableitung wie in Abschnitt 15.1.

Satz 16.1 Seien x € U, v € R" und f: U — R™.

1. Falls g : U — R™ und 9, f(z), 0,g(z) existieren, so existiert fiir alle & € R auch die Richtungsableitung
Oy(af + g)(x) und es gilt

do(af +g)(z) = adyf(z) + dug(x).

2. 0, f(x) existiert genau dann, wenn fiir alle ¢ = 1, ..., m die Richtungsableitungen 9, f;(z) existieren. Es
gilt dann

8vf(x) = (avfl(x)a'--aavfm(z))T'

3. Falls g : U — R und 9, f(x), 0,g(x) existieren, so existiert auch

9u(f9)(x) = Ouf(x)g(x) + f(2)0ug()-

Falls zusétzlich g(z) # 0, so existiert auch

o, (f) (z) = Ouf(x)g(x) = f(x)dug(x)

4. Falls f:U —-1CR, g:I— Rund falls 9, f(z),¢'(f(z)) existieren, so existiert auch
du(go fl(x) = ¢'(f(2))0. f ().
Definition. Sie f : U — R partiell differenzierbar. Dann heifst
Vi) = (0uf (@), 0nf ()"
der Gradient von f in x.

Bemerkung. Fiir zwei partiell differenzierbare Funktionen f,g: U — R gilt

V(fg) = fVg+gV/.
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Beispiel. Sei f: R? — R definiert durch

2z
flx1,22) := {x12i—3§2227 falls = # 0,

0 sonst.

Dann ist einfach zu zeigen, dass f auf ganz R? partiell differenzierbar ist.

Gleichzietig existiert aber in = 0 die Richtungsableitung in Richtung v = (1, 1) nicht! Die Existenz dieser
Ableitung ist dquivalent zur Existenz der Ableitung in t = 0 der Funktion g:

g@%zfqg%w(ﬁ):fam):{é fiir t # 0,

sonst.

g ist offensichtlich nicht differenzierbar (sogar nicht stetig) in ¢ = 0. Also existiert 9, f(0) nicht!

Eine partiell differenzierbare Funktion muss also nicht stetig sein. Dies steht in Kontrast mit differenzierbaren
Funktionen f : R — R™, die immer stetig sind. Wir brauchen also fiir Funktionen f : R® — R™ einen
stérkeren Differenzierbarkeitsbegriff um, z.B., Stetigkeit aus Differenzierbarkeit folgern zu kénnen. Dies wird
uns der folgende Begriff der (totalen) Differenzierbarkeit liefern.

Definition. Sei f : U — R™, x € U. Dann heiltt f differenzierbar in z, falls eine lineare Abbildung
A : R"™ — R™ existiert, sodass

fly) — (f(z) + Aly — )
ly — |2

=0 (y— ).
Wir nennen dann
Df(x):= A.
die Ableitung von f in x. Zur deutlicheren Abgrenzung zur Richtungsableitung wird f auch total differen-

zierbar und D f totale Ableitung genannt.

Bemerkung. 1. Mit der Substitution y =  + h ist D f(x) Ableitung in = genau dann, wenn

f(z+h) = (f(x) + Df(x)h)
1212

—0 (h—0).

Wir schreiben bei linearen Abbildungen L normalerweise Lx statt L(x), deswegen steht oben D f(x)h
und nicht D f(x)(h). Diese Schreibweise ist in Ordnung, da lineare Abbildungen L : R"™ — R™ tatséch-
lich immer als eine Multiplikation dargestellt werden konnen - ndmlich als Multiplikation durch eine
m x n Matrix, siehe unten.

2. Nach dem Satz iiber die Lineare Approximierbarkeit von reellen differenzierbaren Funktionen (Satz
10.1) existiert im Fall n = m = 1 die (totale) Ableitung in z € U genau dann, wenn f’(z) existiert. Die
lineare Abbildung D f(z) ist gegeben durch v — f'(x)v.

3. Jede lineare Abbildung L : R” — R™ kann bzgl der Standard-Basen {ef”>,...,e£")} C R" und
{el(m), cee efnm)} C R™ durch eine Matrix A € R™*™ eindeutig dargestellt werden. Es gilt dann

L(v) = Av  fiir alle v € R™.

A ist gegeben durch die Eintrage a;; = (eA(m))TL(ej(")). Oft werden wir L mit A identifizieren.

3

Fiir A € R™*" mit Eintrégen a;; definieren wir die Frobenius-Norm

Al = (X3 a2)".

i=1 j=1

24



Dies definiert tatséchlich eine Norm. Es gelten die Eigenschaften

[Av]l2
IAB|

IAllpllvlla  fir alle v € R™, A € R™*™, (1)
IA|FlIB|lp fir alle A, B € R™*™.

<
<
Eine direkte Folgerung ist, dass
|[Av — Awl|l2 = ||A(v —w)|l2 < ||A||F|lv —wl|lz fiir alle v,w € R™.
Dies zeigt, dass fiir A € R™*" beliebig die Abbildung v — Awv Lipschitzstetig ist.
Satz 16.2 Sei f: U — R differenzierbar in « € U. Dann folgt:
(i) fist in x stetig.

(ii) Es existiert fiir alle v € R™ die Richtungsableitung 9, f(x) und es gilt
duf(x) = Df(x)v.

(iii) Df(z): R™ — R™ kann dargestellt werden durch die sogenannte Jacobimatriz,

O1fr(x) o Onfi()
S

alfv:n(r) anf:n(m)
Insbesondere ist D f(z) eindeutig bestimmt.
Bemerkung. Fiir differenzierbares f : R™ — R gilt also fiir die Richtungsableitung
duf(x) = Df(x)v = Vf(z)Tv fiir alle v € R™.
Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz Ungleichung erhalten wir fiir alle v € R™ mit ||v|j2 = 1, dass
0uf ()] = V(@) 0] < [VF@)l2llvllz = [V f()]2

mit Gleichheit genau dann, wenn v in Richtung von V f(z) zeigt. Der Gradient V f(z) gibt also die Richtung
des steilsten Anstiegs der Funktion f im Punkt z an.

Proposition 16.3 Eine Funktion f : U — R™ ist genau dann differenzierbar in x € U, falls fiir alle
j = 1,...,m die Komponentenfunktion f; : U — R differenzierbar in # € U ist. Dann ist die Ableitung

gegeben durch
Dfi(x)
D fm ()

Satz 16.4 Sei f : U — R™ partiell differenzierbar in U, sei « € U, und seien alle partiellen Ableitungen 0; f,
j=1,...,n stetig in . Dann ist f differenzierbar in x.

Korollar 16.5 Falls f: U — R™ stetig partiell differenzierbar ist, so ist f auch stetig in U.

Bemerkung. Da die Ableitung durch die Jakobimatrix gegeben ist, die wiederum aus partiellen Ableitungen
besteht, folgt, dass eine Funktion f : U — R™ genau dann stetig partiell differenzierbar in U ist, wenn sie
differenzierbar ist und die Ableitung Df : U — R™ stetig ist.
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Satz 16.6 (Kettenregel) Seien U C R™, V C R™ offen, f : U - R™, g : V — RP mit f(U) C V. Seien f
in xy € U differenzierbar und g in f(x¢) differenzierbar. Dann ist go f : U — RP in xq differenzierbar und es
gilt

D(go f)(zo) = Dg (f(x0)) Df(zo).

Bemerkung. Die Jacobimatrix D(go f)(xz¢) ist also das Produkt der Jacobimatrizen Dg (f(xo)) und D f (o).
Die Eintriage der Matrix D(g o f)(zo) sind also

(D(go f)(z0))ik = Ok(go fi(zo) = Z 09i(Y0) Ok f;(x0)-

Satz 16.7 Sei f: U — R™ in « € U differenzierbar.
1. Ist g : U — R™ differenzierbar in x und o € R, so ist auch af + g : U — R™ differenzierbar in = mit
D(af +9)(z) = aDf(x) + Dy(x).
2. Ist g : U — R differenzierbar in z, so ist auch fg: U — R™ differenzierbar in x mit
D(fg)(x) = Df(x)g(x) + f(x)Dy(x).

Falls zusétzlich g(x) # 0, dann ist auch 5 : U — R™ differenzierbar in z mit

f —L x)g(x) — f(x x
D <g) (1) = e (PI@)g(@) = F@) Do),

Beispiel. Seien I C R offenes Intervall, U C R"” offen, g : I — U Kurve und f : U — R™ stetig. Dann ist
h:= fog:I— R™ Kurve. Falls nun g differenzierbar in ¢ € I und f differenzierbar in « = ¢(¢) ist, so folgt,
dass h differenzierbar in ¢ ist mit

W'(t) = D(fog)(t) = Df(g(t)Dg(t) = Df(x)g'(¢),

D f(z) bildet also einen Tangentialvektor der Kurve g auf einen Tangentialvektor der Kurve h ab.
Wir untersuchen jetzt konkret den Fall n =2, m =3 und U = (0, 7) x (0, 27) mit
sinf cos ¢

f(0,0) == | sinf singp fiir (6, ¢) € (0,m) x (0, 2m).
cos 0

Dann gilt immer |f(6,¢)> = 1, das Bild von f liegt also auf der Einheitssphire des R3. Weiterhin ist
f differenzierbar. Auferedem ist die ganze Einheitsphire das Bild von f. Die Koordinaten 6, sind die
Winkelkoordinaten der s.g. Kugelkoordinaten.

Fiir eine beliebige differenzierbare Kurve g : I — U ist h = fog eine Kurve mit der Spur auf der Einheitsphire
wegen 1 = ||h(t)||3 fiir alle ¢ € I. Auferdem ist

0= SInIE = S(h(t) () = 20()- K (1)

und damit ist jeder Tangentialvektor der Kurve A orthogonal zu seinem Ortsvektor.
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Bemerkung 16.1 Wir zeigen, dass der Gradient einer reellwertigen differenzierbaren Funktion f: U — R
immer senkrecht auf den Hohenlinien von f steht.

Eine Hohenlinie von f ist eine Kurve v : [a,b] — U, sodass fiir ein ¢ € R
f(y(@) = ¢ fiir alle t € [a,b].

Falls ~ differenzierbar in ¢ € (a,b) und f differenzierbar in ~(t), so folgt

0= S56(0) = DIGION (1) = VI(0) -7/ (0),

und der Gradient in (t) steht senkrecht auf der Hohenlinie durch ~(t).

16.2 Mittelwertsatz, Version des Hauptsatzes

Bemerkung. Die Integration von vektorwertigen Funktionen in R, d.h. von Kurve v : [a,b] — R™ wird
komponentenweise erklért:

b b b T
/av(t)dt = </ 71(t)dt,...,/a ym(t)dt> eR™.

Dieses Integral konnen wir auch als Limes von Riemannsummen erhalten - wie in Analysis I fiir skalare
Funktionen. Aus dieser Darstellung bekommen wir am einfachsten die Dreiecksungleichung fiir Integrale von
vektorwertigen Fuktionen. Mit der dquidistanten Zerlegung t; = a + j b*T“, j=0,...,N und Stiitzstellen ¢;

ist ndmlich
b N
‘ / ~(t) dt

im |1y ()t — t-1)

N
= A}i_r)anW(tj)(tj —tj-1)|| = lim
2 =1 ) =1 )

N b
< 1im]\§upz @) ll2lty —tj-1] = / [y (®)]l2 dt,
=1 @
wobei die Dreiecksungleichung von || - ||z in R™ verwendet wurde.

Folgendes ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential und Integralrechnung.

Lemma 16.8 Sei v : [a,b] — U stiickweise stetig differenzierbar (d.h. v € C([a,t1) U (t2,t3)U---U(tn, b];U)
fiir ein N € N und Punkte t; <ty < --- <ty in (a,b)). Dann gilt fiir alle f € C1(U;R™)

b
FO/(0) — (@) = / DF (v (1) (1) .

Definition. Eine Menge V' C R™ heifit wegzusammenhdngend, falls es fiir alle z,y € V eine Kurve v : [0,1] = V
gibt, sodass v(0) = z und (1) = y gilt.

Lemma 16.9 Sei U C R” offen und wegzusammenh#ngend. Dann existiert fiir alle x,y € U eine stiickweise
affine Kurve v : [0,1] — U, sodass 7(0) = z und (1) = y gilt.

Satz 16.10 (Konstanzsatz) Sei U C R" offen und wegzusammenhingend. Falls dann f : U — R™ diffe-
renzierbar ist mit Df(z) = 0 fiir alle z € U, dann ist f konstant.
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Bemerkung. Ohne die Bedingung, dass U wegzusammenhingend ist, kann D f = 0 auf U aber f muss nicht
konstant sein. Falls, z.B., U = Uy U Uy mit Uy getrennt von Us und f ist differenzierbar auf R™ mit Df =0
auf U; U Uy aber nicht Df = 0 auf R”, dann ist es moglich, dass f = ¢; auf Uy und f = ¢o auf Us, wobei
¢ # ca.

Satz 16.11 (Mittelwertsatz) Sei U C R™ offen und seien x,y € U solche Punkte, dass die ganze Strecke
r+tly—2),0<t<1,in U liegt. Falls f : U — R™ stetig differenzierbar ist (d.h. f € C*(U,R™)), dann gilt

ﬂm—fm%:(ﬁﬁﬁuww@—mDM)w—x»

Wenn mit zwei Punkten einer Menge auch immer deren Verbindungsstrecke in der Menge liegt, so heifit die
Menge konvex.

Definition. Eine Menge C' C R™ heifst konvex, falls fiir alle z,y € C gilt:
(1—-tix+ty € C firallete[0,1].

Korollar 16.12 (Schrankensatz) Sei U C R" offen und konvex und f € C'(U,R™). Dann gilt fiir alle
z,yeU
1 (y) = f(@)ll2 < Mlly — |2,

wobei M = SUPyeo,1] IDf(x+t(y —x))|r.

16.3 Hohere Ableitungen, Taylor-Formel

Auch Funktionen mehrerer Variablen kénnen wiederholt abgeleitet werden.

Definition. (H6here partielle Ableitungen) Falls fiir ein j € {1,...,n} die partielle Ableitung 0, f auf
ganz U C R" offen existiert und falls die Funktion 0;f : U = R™ in « € U eine partielle Ableitung nach z;
besitzt, so setzen wir

9:0,1(x) = 0, (9, 1) (a).

Hohere partielle Ableitungen definieren wir induktiv wie folgt: Falls fiir ein k£ € Nund fiiri(1),...,i(k+1) € {1,...

die partielle Ableitung ;) - - - 0;1)f auf ganz U existiert und die Funktion ;) - - - 0;1)f in @ nach x;(;41)
partiell differenzierbar ist, so setzen wir

Ditk41) -+ Oi1y f () = Dihrr) (Biqry - - By(1y) f ().
Definition. Wir bezeichnen mit C*(U; R™) die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen
J:U — R™, dh. fiir alle j <k und alle i(1),...,i(j) € {1,...,n} existiert J;;---9;1)f auf ganz U und ist
stetig.
Wir definieren C*°(U; R™) = (e C*(U; R™).
Satz 16.13 (Schwarz) Sei f € C?(U;R™). Dann gilt

9,0, f (x) = 9;0:f ()

fir allei,5=1,...,nund alle x € U.

Bemerkung. Auch fiir die (totale) Ableitung gibt es Ableitungen héherer Ordnung. Diese sind dann multi-
lineare Abbildungen, siehe, z.B. Sec. 27 in [5].
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Definition. Ein Multiindez o € Nj} ist ein Tupel mit n Eintrigen aus Ny. Fiir o = (a4, ..., a,) definieren
wir
lal =01+ -+ ap

als die Ordnung von « und setzen
0% f(x) == 07052 ...05" f(x),

wobei 9! f(z) = 0; - - - 0; f () die [-fache partielle Ableitung von f im Punkt x € U in i-ter Koordinatenrichtung
bezeichnet.

Wir definieren noch fiir einen Multiindex a € Ng

@ Qp (&3 i n P
% =z .oxyr flir z € R, al i =oq!. ..ol

Als néchstes verallgemeinern wir Satz von Taylor (Satz 13.6) auf reellwertige Funktionen mehrerer Verdnder-
licher.

Satz 16.14 (Taylor) Sei U C R" offen und f € C**1(U;R). Sei weiter € U und v € R gegeben, sodass
die ganze Strecke von x bis x 4+ v in U liegt, d.h.

{z+tv:te[0,1]} C U.

Dann existiert ein 7 € [0, 1], sodass

fleto) = f@)+ Y Lo 5 EIEETY) o

lal<k la|=k+1

Bemerkung. Die Summe 3, ., bedeutet, dass iiber alle Multiindizes o € N mit |o| < k summiert wird.

Korollar 16.15 Sei U C R" offen, f € C*(U,R) und z € U beliebig. Das Taylorpolynom

Tiw(z):= > aai ff”) (2 — 2)°

la| <k

ist das eindeutig bestimmte Polynom P, vom Grad hochstens k, sodass

) -Pue)
L

Insbesondere gilt
F(2) = Tew(2) +ora(@llz = 2zll5,  ore(z) = 0(z = 2).

Definition. Sei U C R" offen und f € C?(U,R). Die Hessematriz D?f(x) € R™*™ ist die Matrix der zweiten
partiellen Ableitungen von f in z,

D*f(x) = (9:0; f () 1< j<n-
Bemerkung. 1. Nach dem Satz von Schwarz ist D?f(x) symmetrisch.

2. Korollar 16.15 angewandt auf den Fall von C2(U,R) Funktionen liefert eine lokale quadratische Appro-
ximation von f

fa+h) = f(z) + Vf(z)"h+ %hTsz(w)h +@a()|Al]3,
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wobei ¢, (h) — 0(h — 0).

Fiir den quadratischen Term gilt n&mlich

o 1 " 1 & 1
> f § 22 f( - § 0:0; f(x)hih; = 5 > " 0:0;f(x)hih; = 5hTDQf(x)h.
loe|=2 i i,j=1
7,7=1

2

doppelt steht (0;0; f(x) = 0;0; f(x)).

Der Faktor £ vor der Summe iz korrigiert den Fakt, dass in der Summe  , ,; 9;0; f(z) jede Ableitung

16.4 Lokale Extrema

In diesem Abschnitt betrachten wir reelwertige Funktionen f : U — R und untersuchen ihre lokale Extrema.
Es sei weiterhin U C R eine offene Menge.

Definition. Eine Funktion f: U - Rhatinx € U

1. ein lokales Mazimum (bzw. striktes lokales Mazimum), falls ein r > 0 existiert, sodass fiir alle y € B(z,r)\{z}

gilt, dass
fly) < f(x) (bzw. f(y) < f(x)).

2. ein lokales Minimum (bzw. striktes lokales Minimum), falls ein r > 0 existiert, sodass fir alley € B(z,r)\{z}

gilt, dass
fy) = f(z)  (bzw. f(y) > f(2)).

3. ein lokales Extremum, falls x ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum ist,
4. einen stationdren (oder kritischen) Punkt, falls f € C'(U) und Vf(z) =

5. einen Sattelpunkt, falls z ein kritischer Punkt ist und in jeder Umgebung von x Punkte a, b liegen, fiir

die f(a) < f(z) < [(b).
Satz 16.16 Sei f : U — R differenzierbar in x € U. Falls f in x ein lokales Extremum hat, so gilt

Vf(z)=0.

Als néchstes verallgemeinern wir die Begriffe ,Positivitdt® und ,Negativitat® der zweiten Ableitung einer
reellen Funktion.

Definition. Eine symmetrische Matrix A € R™*™ heilt positiv definit (bzw. positiv semidefinit), falls fiir alle
v e R™\ {0} gilt:
vTAv>0 (bzw. vTAv > 0).

A heiltt negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls fiir alle v € R™ \ {0} gilt:
vTAv <0 (bzw. vTAv <0).
A heifst indefinit, falls zwei Vektoren v, w € R™ existieren, sodass
vTAv>0 und wlAw <O0.
Lemma 16.17 Sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit. Dann existiert a > 0 mit

2T Az > alz|*  fiir alle z € R".
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Satz 16.18 Sei U C R” offen, f € C?(U,R) und x € U sein ein stationirer Punkt von f. Dann gilt:

1. Falls f in z ein lokales Minimum /Maximum besitzt, so ist D?f(z) positiv/negativ semidefinit.
2. Falls D?f(x) positiv/negativ definit ist, so besitzt f in z ein striktes lokales Minimum /Maximum.

3. Falls D?f(z) indefinit ist, so besitzt f in 2 einen Sattelpunkt.
Beispiel. Wir betrachten f: R?® — R, f(x,y,2) := 22 + 2y + y* — 22. Es ist f € C°(R3,R) und

2z +y

Vi(x,y,z) = |z+2y
—2z

)T

Der einzige stationire Punkt ist also (z,y,2)7 = 0 € R3. Die Hessematrix in einem beliebigen Punkt

(z,y,2)T € R3 ist

2 1 0
D*f(ay.z) = [1 2 0
0 0 -2

und daher
eI D2f(0)e; = 2 >0, el D2 f(0)es = —2 < 0.

Damit ist die Hessematrix in 0 indefinit. Nach Satz 16.18 ist 0 ein Sattelpunkt von f.

16.5 Inverse Funktion und Implizite Funktion

In diesem Abschnitt beweisen wi als erstes den sehr praktischen Banachschen Fixpunktsatz. Danach zeigen
wir, wann eine Funktion f : U — R™ mit U C R™ die Umkehrabbildung besitzt und welche Eigenschaften
diese hat. Danach widmen wir uns der Frage der Losbarkeit der Gleichung F(z,y) = 0 nach der Variable
y, falls F : Uy x Uy — R™,U; C RF, U, € R™. Fiir jedes = € U, ist also das Zeil die Existenz der Losung
y = y(z) von F(z,y) = 0 zu zeigen. Die Funktion z — y(z) kann normalerweise nicht explizit berechnet
werdne und heifst deswegen eine implizite Funktion.

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Funktion f : X — X heifst Kontraktion, wenn es eine Zahl
q € [0,1) gibt, sodass
d(f(z), f(y)) < qd(z,y) fiir alle z,y € X.

q heifst dann Kontraktionskonstante.

Ein Punkt z € X mit f(x) = z heikt Fizpunkt von f.

Offenbar ist jede Kontraktion Lipschitzstetig und damit insbesondere stetig. Der Banachsche Fixpunktsatz
unten ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Losung von nichtlinearen Gleichungen. Der Satz liefert eine Existenz-
und Eindeutigkeitsaussage aber auch ein konstruktives Verfahren fiir die Bestimmung der Losung.

Satz 16.19 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und f : X — X
eine Kontraktion. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt x € X.

Fiir beliebiges 29 € X konvergiert aukerdem gegen x die Folge () definiert durch

neN?

Tpt1 = f(zn), n € No.
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Als nichstes wollen wir die lokale Invertierbarkeit von Funktionen und Differenzierbarkeitseigenschaften der
Inverse untersuchen.

Definition. Seien U,V C R" offen. Dann nennen wir f : U — V einen C*-Diffeomorphismus, k € N U {oo},
falls f bijektiv ist und f und f~! beide k-mal stetig differenzierbar sind, d.h. f € C*(U, V), f=! € C*(V,U).

Satz 16.20 (Umkehrsatz) Sei @ C R” offen, zp € Q, f € CY(Q;R") und Df(zo) invertierbar. Dann
existiert eine offene Umgebung U C €2 von xy, sodass gilt:
1. V = f(U) ist offene Umgebung von yo := f(xo),
2. f|u ist C*-Diffeomorphismus und fiir seine Inverse g : V. — U gilt
Dg(y) = (Df(g(y))~" fiiralley € V. (2)
Zusitzlich gilt: Falls f € C*(U; V), k € N, so ist auch g € C*(V;U).

Beispiel. Wir betrachten f : (0,00)xR — R2, f(r,¢) := (r cos ¢, 7 sin ¢) und bezeichnen x := r cos ¢, y := rsin ¢.

Die Zahlen r und ¢ sind die so genannten Polarkoordinaten. Die Funktion f ist nicht (global) invertier-
bar, da sie nicht injektiv ist (f(r,o + 2m) = f(r,p) Vr,¢). Da aber Df(r,¢) = (zﬁfi ;ggﬁ*”), gilt

det Df(r,) = r > 0 und f ist nach Satz 16.20 lokal invertierbar in jedem Punkt (r,¢). Zum Beispiel auf

U := (0,00) x (—m/2,m/2) ist f bijektiv und die Inverse ist g(z,y) := (f|y) " (z,y) = (\/asQ + y?, arctan %) .
Die Ableitung von g ist gegeben durch

1 : 1 x Y
— —1 _ — [ rcosep rsing )\ __
Dg(m7 y) - (Df<r7 @)) - r ( — sin @ cosp ) - \/m (_ \/I29+y2 \/r2$+y2> .

Als néchstes widmen wir uns dem Satz {iber die implizite Funktion. Im Folgenden sei immer €2 C R" offen.

Bemerkung. Sei f:  — R™ mit m < n. Angenommen wir mdchten die Gleichung f(p) = 0 fiir p auflsen,
haben wir das Problem, das dies formal ein unterbestimmtes Gleichungssystem ist (n Unbekannte aber nur
m < n Gleichungen). Wir kénnen aber unter bestimmten Bedingungen fiir m Variablen eindeutig auflosen,
wenn wir die restlichen k£ :=n — m Variablen fest halten.

Als Beispiel nehmen wir den Fall n = 2,m = k = 1, f(z,y) = 2% + 3? — 1. Dann ist die Losungsmenge von
f(p) = 0 gegeben durch die Einheitssphiire S' C R?, also den Einheitskreis.

f(z,y) = 0 fiir y eindeutig aufzulésen heift den Einheitskreis als den Graphen einer Funktion y = y(z) zu
schreiben. Dies geht nur lokal - sonst ist y mehrwertig. Niimlich geht es lokal zu jedem (xg,y0) € S! mit
Yo # 0. Zum Beispiel fiir yo > 0 ist (z0,y0) € S' N {y > 0} und

S'n{y >0} = {(z,9(x)) : z € (~1,1)} mit g(z)=+1— 22

Implizit definiert uns f(z,y) = 0 also y eindeutig als Funktion von x, wenn (z, y) in einer hinreichend kleinen
(in diesem Beispiel relativ grofen) Umgebung des gegebenen Punktes (zo,yo) liegt. Diese Eigenschaft gilt
nicht in den Punkten (1,0) und (—1,0). Hier kdnnten wir aber lokal nach der z-Variablen auflsen.

Bemerkung. Sei p = (z,y) € R® mit € R¥, y € R™. Wir schreiben die Jacobimatrix einer Funktion
f € CHQ;R™) in der Form

Df(p) = (D.f(p), Dyf(p)),

wobei D, f gerade alle partiellen Ableitungen von f beziiglich der 1, ...,xs-Variablen und D, f alle par-
tiellen Ableitungen von f beziiglich der v, ...,ymn-Variablen enthilt. Es ist also D,f(p) € R™** und
Dyf(p) 6 R7VL><77L.
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Satz 16.21 (iiber implizite Funktionen) Sei Q C R” offen, n = k +m mit k,m € N, f € C*(Q; R™) und
sei ein Punkt (zo,70) € 2 gegeben mit f(zo,yo) = 0 und D, f(zo,yo) invertierbar. Dann existieren offene
Umgebungen U C R* von xp und V' C R™ von yo mit U x V C €, sodass

{(z,y) €UV : fla,y) =0} = {(2,9(x)) : x € U} (3)

fiir eine Funktion g € C1(U; V) gilt. Es ist weiter fiir z € U

Dyg(x) = —(Dyf(z,9(x))) "' Du f (2, g(x)).

Falls f € C"(Q;R™), r € N, so folgt g € C"(U; R™).

16.6 Untermannigfaltigkeiten

Eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit in R"™ ist das gekriimmte Analogon eines k—dimensionales affines
Unterraumes. Lokal kann solche Untermannigfaltigkeit durch eine C'-Parametrisierung mit k& Parametern
beschrieben werden. Die Parametrisierung muss dabei invertierbar sein mit einer C'—Inverse, d.h. es muss
ein Diffeomorphismus sein. Regulire C!'-Kurven sind deshalb 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Eine bijektive Abbildung f : U — V zwischen zwei offenen Mengen U,V C R"™ heift Homdo-
morphismus, falls sowohl f als auch f~! stetig sind.

Definition. Sei m < n mit m,n € N. M C R" heifst eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls es zu
jedem x € M eine offene Umgebung V' C R” von z gibt, ein U C R™ offen und ein ¢ € C'(U;R") mit
Rang(Dvy) = m auf U, sodass

Yv:U—=VNM ein Hom6omorphismus ist.

(v heifst eine lokale Parametrisierung (oder Immersion) von M.)

M heifit eine m-dimensionale C”-Untermannigfaltigkeit, r € N, falls zu jedem = € M eine lokale Parametri-
sierung wie oben aber mit ¢ € C"(U;R"™) existiert.

Bemerkung. 1. Die Bedingung Rang(D)(t) = m heift, dass die Vektoren 0y, ¢(t),...,0., ¥ (t) € R”
linear unabhingig sind.

2. Es gibt auch den Begriff ,Mannigfaltigkeit“. Der Unterschied zwischen einer Untermannigfaltigkeit und
einer Mannigfaltigkeit ist der, dass eine Mannigfaltigkeit nicht im hoher dimensionalen Euklidischen
Raum (R™) eingebettet werden muss. Wir beschrenken uns hier auf Untermannigfaltigkeiten.

Der néchste Satz zeigt, dass Untermannigfaltigkeiten nicht nur durch Parametrisierungen beschrieben werden.

Satz 16.22 Sei M C R™, m + [ = n mit m,[,r € N. Dann sind dquivalent:

1. M ist m—dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C".

2. (Niveaumengenbeschreibung). Zu jedem p € M existiert eine offene Umgebung U C R™ von p und
geCr (U;Rl), sodass

MNU={zeU:g(x)=0}

und
rang Dg(x) =1 fiir alle z € U.
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3. (Graphenbeschreibung). Fiir alle p € M gibt es eine offene Umgebung Uy C R™ von p, sodass nach
geeigneter Permutation der Koordinaten eine offene Menge V' C R™ und h € C"(V,R!) existieren mit

MnUy={(z,h(z)) : x €V}

4. (Geradebiegen). Fiir alle p € M gibt es eine offene Umgebung U C R™ von p, ein offenes V' C R™ und
einen C"-Diffeomorphismus ¢ : U — V,

M NU)=R"™ x {Ogn-m})NV.
Beispiel. Die Sphiire S*~! in R",
S*1:=0B(0,1) = {x eR" 12l + - +al =1},

ist gerade dargestellt als S"~! = {z € R" : g(x) = 0}, wobei g : R® = R, g(x) = ||z||3 — 1. Damit ist S*~!
nach Satz 16.22 eine (n — 1)—dimensionale C*°—Untermannigfaltigkeit in R”.

Untermannigfaltigkeiten sind glatt, da sie lokal diffeomorph zu Umgebungen in R™ sind. Deswegen gibt es
in jedem Punkt einer Untermannigfaltigkeit Tangentialvektoren.

Definition. Sei M C R™ m—dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei p € M. Dann heift v € R™ Tan-
gentialvektor von M in p, falls eine stetig differenzierbare Kurve v : (—e,¢) = M in M existiert mit v(0) = p
und 4/(0) = v. Die Menge aller Tangentialvektoren in p heifit Tangentialraum von M in p und wird mit
T,M bezeichnet. Ein Normalenvektor von M in p ist ein Vektor w € R”, der auf allen Tangetialvektoren
v € T,M senkrecht (bzgl. des euklidischen Skalarproduktes) steht. Der Normalenraum N,M ist der Raum
aller Normalvektoren von M in p.

Satz 16.23 Sei M C R™ m—dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei p € M. Dann ist der Tangentialraum
Tp,M ein m—dimensionaler Unterraum des R". Weiterhin gilt

1. Fiir die lokale Parametrisierung ¢ mit ¥ (a) = p,a € R™ gilt

T,M = Dip(a) (R™).

2. Sei M in einer Umgebung U C R" von p dargestellt als Nullstellenmenge von g € C! (U;R™™™) mit
rang Dg(z) =n —m fiir alle z € U. Dann gilt

T,M = {v e R" : Dg(p)v =0}, NpM = span{Vgi(p), ... Vgn-m(p)}.

16.7 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Oft wird in Anwendungen nach einem Extremum einer gegebenen Funktion gesucht unter Nebenbedingungen.
Zum Beispiel kann man auf einem Berg den hochsten Punkt suchen, in dem die Temperatur 0 Grad ist.
Angenommen die Temperatur ist 0 Grad entlang einer Kurve 7, will man also die Héhe entlang der Kurve
maximieren. Offensichtlich muss dann im Maximum-Punkt xy die Hohenlinie des Berges tangential sein zur
Kurve . Sonst konnte man duch das laufen entlang + die Hohe vergrossern. Aus der tangentialen Eigenschaft
und aus Bemerkung 16.1 folgt, dass die Gradienten der Temperaturfunktion 7" und der Hohenfunktion A in
xo linear abhéngig sind, Vf(zg) = AVT (z0) fiir ein A € R.

Im Folgenden sei U C R"™ offen, f € C1(U;R) und g € C1(U;R¥), k < n. Wir suchen das Maximum (oder
Minimum) der Funktion f auf der (n — k)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M := {p € U : g(p) = 0},
also das Maximum von f unter den Nebenbedingungen g; = ... = g;, = 0.
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Satz 16.24 (Lagrangesche Multiplikatoren) Sei U C R" offen, f € C1(U;R), g € C'(U;R¥), k < n. Sei
M :={p €U :g(p) =0}. Falls
rang Dg(z) =k fir allex € M

und falls f in z( ein lokales Extremum von f iiber M besitzt, dann ist Vf(zg) € N, M, d.h. es existiert

A € R*, sodass
k

Vf(zo) = (Dg(0)) A =Y A; Vg, (o).

j=1
Insbesondere ist dann (zg, A) stationéirer Punkt von h : R" x RF — R, h(z, p) = f(x) — Z?Zl 1ig;(x).
Die \; werden Lagrangesche Multiplikatoren genannt.

Bemerkung. 1. Satz 16.24 liefert eine notwendige (und nicht hinreichende) Bedingung fiir ein Extremum
von f unter der Nebenbedingung g = 0.

2. Weil ein extremaler Punkt x¢ ein stationiirer Punkt der Funktion h : R* xR¥ — R, h(z, ) := f(z)-ATg(z)
ist, konnen alle Kandidaten fiir Extrema gefunden werden durch das Losen des Systems

_ T
i) — (vmc) (Dy(x)) A) .
—9()
Dies ist ein (i.A. nichtlineares) System von n + k Gleichungen in n + k Variablen.
Beispiel. Sei A € R"*™ eine symmetrische Matrix. Wir méchten die Funktion
f:R" 5 R, f(z) =27 Az
unter der Nebenbedingung
g(z) =|lz[3 -1=0

(d.h. auf der Einheitssphiire S*~!) minimieren. Wir betrachten die Funktion

h:R" xR — R, h(z,\) := T Ax — )\(HmH% —1).

Es ist Vh(z,\) = 0 genau dann, wenn Az = Az und ||z||2 = 1, d.h. genau dann, wenn z ein Eigenvektor (mit
Norm 1) ist und A der zugehorige Eigenwert. Da symmetrische (n x n)-Matrizen reelle Eigenwerte haben und
es gibt n linear unabhéngige Eigenvektoren, sind alle potenzielle lokale Extrema unter der Nebebedingung
Eigenvektoren von A.

Die Spére S*~1 ist kompakt und daher existiert das globale Maximum sowie Minimum von f|g.—1. Weil fiir
einen Eigenvektor (/) mit Eigenwert \; immmer 2" Azl = Ajllz()|3 gilt, ist das Minimum von f auf
S"=1 der kleinste Eigenwert und das Maximum der grofte Eigenwert von A.

17 Integralrechnung im R”

Wir betrachten hier das Riemannintegral auf Teilmengen von R™. Andere Integrale existieren, wie z.B. das
Lebesgueintegral. Es zeigt sich, dass das Lebesgueintegral stérkere Eigenschaften als das Riemannintegral
besitzt (kann z.B. auf allgemeineren Mengen oin R™ definiert werden). Das Lebesgueintegral wird detailiert
in der Vorlesungn iiber Maftheorie untersucht.

Gute Referenzen fiir das Riemannintegral in R™ sind [7] und [4].
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17.1 Das Riemannintegral iiber Quader

Definition. Seien a;,b; € R mit a; < b; fiir alle j. @ := [a1,b1] X - -+ X [an, b,] C R™ heifit n-dimensionaler
abgeschlossener Quader. Das zugehdrige Volumen ist

Q[ == I}, (bi — a;).

Sei @ = [a1,01] X -+ X [an,b,] ein abgeschlossener Quader und Z; = {z;0,..., %, } eine Zerlegung von
[a;,b;], i =1,...,n. Die Menge
L =Ly XX Ly

heifit eine Zerlegung des Quaders Q. Fiir jedes j = (j1,...,J,) mit j; € {1,..., k;} heift
Qi = Qi1 = [T1gi—1,T1 0] X X [T -1, Tn ]

ein Teilquader der Zerlegung Z.

Definition. Sei Z eine Zerlegung des Quaders Q C R" und seien Q;, j € J alle Teilquader zu Z. Sei f : Q — R
beschrinkt, dann heifst

S(f,2) =" sup f(x)|Q;l

jeJ TEQ;

die Obersumme und

S(f,2) =3 inf f(@)|Qs]
jeJ !
die Untersumme von f beziiglich Z.

Lemma 17.1 Sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader, f : @ — R beschrinkt und Z;, Z> zwei beliebige
Zerlegungen von (). Dann gilt -
S(f,21) 2 S(f, Z2).

Definition. Sei Q abgeschlossener Quader und f : @ — R beschréinkt.
[ $@)ds = swps(£.2)
Jo z
heifst unteres Riemann-Integral und o
/ f(x)dx :=inf S(f, Z)
Q Z

heiflt oberes Riemann-Integral. Das Supremum bzw. Infimum wird iiber alle Zerlegungen Z von () genommen.

Falls Ef(:c) dx = fo(x) dz, so heifit f Riemann-integrierbar iber (Q, und

[ sas = [ sas

heifst das Riemann-Integral von f. Die Menge aller iiber () Riemann-integrierbarer Funktionen bezeichnen
wir mit R(Q).

Korollar 17.2 Sei Q C R" ein abgeschlossener Quader, f : Q — R beschriankt. Dann gilt fo(ac) dx < Ef(x) dz.

Satz 17.3 Sei (Q abgeschlossener Quader und f : @ — R beschrinkt. Dann ist f Riemann-integrierbar genau
dann, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z von @ gibt, so dass

?(f,Z)—ﬁ(f,Z)<8.
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Bemerkung. Satz 17.3 ist der Analogon zu Satz 11.2 fiir das Riemann-Integral in R. Satz 11.2 wurde mit
Hilfe von Treppenfunktionen formuliert. Dies kann auch hier getan werden, wenn man Treppenfunktionen
in @ definiert als ¥(z) := Z;”:l ¢jX@, (), wobei UJL1Q; = @ , (Q;); sind paarweise disjunkte Quader und
¢; € R fiir alle j.

Satz 17.4 Sei (Q C R™ abgeschlossener Quader.

(i) Falls f,g € R(Q) und A € R, dann ist Af + ¢ € R(Q) und
/Q/\f(:c)—i-g(:c) dx—)\/Qf(x) d:c—i—/@g(w) dz.

(ii) Falls f,g € R(Q), dann ist fg € R(Q).
(iii) Falls f,g € R(Q) und f < g auf @, dann ist

dx < dx.
/ flx)de < / g(x)dz
(iv) Falls f € R(Q), dann ist |f| € R(Q) und

\ [ swas| < [ sw)an

Definition. Sei Z = Z; x - -+ x Z,, eine Zerlegung vom Quader (). Dann heift

wZ) = max p(Z;)

[RRRE)

die Feinheit der Zerlegung Z. Hier ist p(Z;) die Feinheit der Zerlegung Z; = {x;0,..., ik, } des Intervalls
[%i0,%i k] CR, sieche Abschnitt 11.

Satz 17.5 Sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader und f : @ — R stetig. Dann gilt f € R(Q).

Definition. Sei ) C R" ein abgeschlossener Quader und Z eine Zerlegung von @ mit m Teilquadern
Qj,7 =1,...,m. Seien §; € (); beliebig fiir alle j = 1,...,m. Die Riemannsche Summe von f beziiglich Z
und (§;)7, ist

S(f.2,(&);) =Y _ F(€)1Q;l-

j=1

Satz 17.6 (Riemannsche Summen) Sei Q C R" ein abgeschlossener Quader und f : @ — R Riemann-
integrierbar. Dann existiert zu jedem € > 0 ein § > 0, sodass fiir jede Zerlegung Z mit Feinheit u(Z) < ¢ und
fiir jede Wahl von Stiitzpunkten (&;); gilt

<E.

\ /Q f@)dz - S(f, 2, (&);)

Als néchstes beantworten wir die Frage, ob und wann das Integral {iber einen Quader als iteriertes Integral
geschrieben werden kann. Betrachtet man, z.B., f[ f(x)dx mit f(z) := x129, stellt sich die Frage, ob

folgende Rechnung erlaubt ist

1 3 12
/ T1To dx :/ (/ T1To dx2> dxq :/ T =2
0,1]x[2.3] 0o \J2 0 2

Die Antwort liefert der Satz von Fubini.

0,1]x[2,3]

xo=3 1

5 5
dx, :/ —xr1dr] = —.
29=2 0 2 4
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Satz 17.7 (Fubini fiir Quader) Seien P C RP und @ C RY abgeschlossene Quader, f : P x Q@ — R
beschrinkt und Riemann-integrierbar. Dann sind die Funktionen

xH/Qf(x,y)dy, xe/@f(axy)dy

Riemann-integrierbar {iber P und

/PXQf(x,y)d(a:,y)Z/P (/Qf(QC,y)dy) dx:/}g(/@f(x,y)dy) A,

Bemerkung. Gleichzeitig sind natiirlich die Funktionen

yH/Pf(w,y)dx, yH/Pf(w,y)de

Riemann-integrierbar iiber ¢) und

/PXQf(fv,y)d(w,y)/Q (/Pf(x,y)dx> dy/Q(/Pf(x,y)dx> dy.

Korollar 17.8 Falls unter den Voraussetzungen von Satz 17.7 fiir jedes x € P das Integral fQ f(z,y)dy

existiert, dann gllt
T d(x = xT d dx.

Und falls unter den Voraussetzungen von Satz 17.7 fiir jedes y € @ das Integral fp f(z,y) dz existiert, dann

[ fenden - | ([ srpas) an

Insbesondere, fiir f: P x Q@ — R stetig gilt

/PXQf(%y)d(m,y):/P(/Qf(w,y)dy) dx:/@(/})f(x,y)dx) dy.

17.2 Das Riemannintegral iiber Jordan-messbare Mengen

Das niichste Ziel ist die Integration iiber allgemeinere Teilmengen von R™ als nur Quader. Diese Erweiterung
geschieht durch eine Approximation von Mengen in R™ durch die Vereinigung von Quadern. Diese Approxi-
mation funkzioniert aber nicht fiir alle Mengen in R™. Wir definieren eine Klasse von Mengen, s.g. Jordan
messbaren mengen, fiir diese Approximation und die Integration funkzioniert.

Definition. Sei A C R™ beschrankt. Dann gibt es stets einen abgeschlossenen Quader @ mit A C Q. A heifit
Jordan-messbar (oder quadrierbar), falls x4 € R(Q). Ist dies der Fall, dann nennt man

|A| ::/QXA(x)dx

den Jordan-Inhalt von A.

Ist A Jordan-messbar mit |A| = 0, so nennt man A eine Jordan-Nullmenge.
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Bemerkung. 1. Man kann zeigen, dass die Definition von der Wahl des Quaders ) unabhingig ist, d.h.
falls A C @1 und A C Q2 mit abgeschlossenen Quadern @, Q2, dann x4 € R(Q1) < f € R(Q2) und
Jo, xa(@)dz = [, xa(z)dz.

2. Sei A C R™ beschrankt und Q C R™ ein abgeschlossener Quader mit A C Q. Fiir jede Zerlegung Z von
@ (mit Teilquadern Q;,j =1,...,m) gilt

S(xa, Z Zsup Xa@)Q;l = > 1Ql,

j=17€CQ Q;NA#D
S(xa,2) =) inf xa()|Q;] = > Q.
i=1" Q;CA

Definition. Sei A C R"™ beschrankt und @ mit A C @) eun abgeschlossener Quader.

|Al; = /QXA(x) dz = sup Z Q]

Q;CA
Qj Tellquader bzgl Z

heifst der innere Jordan-Inhalt von A.

Al = /Q xa@dz=inf Y |l

Z
Qij¢@
Q; Teilquader bzgl Z

heifst der dufere Jordan-Inhalt von A.
Bemerkung. 1. Man kann zeigen, dass |A|; und |A|, unabhingig von der Wahl von @ sind.

2. Offenbar ist eine beschrinkte Menge A C R™ genau dann Jordan-messbar, wenn |A]; = |A4|,.
Satz 17.9 Seien A, B C R” Jordan-messbar. Dann sind

AUB, ANB, A\B, A, 4

Jordan-messbar.
Satz 17.10 Sei A C R™ beschriankt. Dann

() AL = A, (Al = Al

(i) [Ali +[0A]a = [Ala.

(iii) A ist Jordan-messbar genau dann, wenn |[0A| = 0.

Definition. Sei A C R"™ beschrank und Jordan-messbar und sei Q C R™ ein abgeschlossener Quader, sodass
A C Q. Eine beschrinkte Funktion f : A — R heift Riemann-integrierbar iiber A (kurz f € R(A)), falls

fe R(Q), wobei
=~ Jflx), zeA
UGS {0, reQ\A

die triviale Fortsetzung von f heifst. Dann definieren wir

/Af(x)dx ::/Qf(x)dx
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Bemerkung. Man kann zeigen, dass die Integrierbarkeit von fund der Wert [, 0 f(z) dx unabhingig von der
Wabhl von @ O A sind.

Satz 17.11 Sei A C R" Jordan-messbar.

(i) Falls f,g € R(A) und A € R, dann ist Af + g € R(A) und
/A)\f(x) +g(z)dz = )\/Af(x)dx—k/Ag(m)dx.

(ii) Falls f,g € R(A), dann ist fg € R(A).
(iii) Falls f,g € R(A) und f < g auf A, dann ist

/A f(z)dz < /A g(x) da.

(iv) Falls f € R(A), dann ist |f| € R(A) und

/Af(a:) dz

(v) Sei A= A; U Ay, wobei Ay, Ay Jordan-messbar sind mit /011 N /012 = (. Sei f: A — R beschriankt. Dann
ist f genau dann iiber A Riemann-integrierbar, wenn f|4, und f|4, Riemann-integrierbar sind. Ist dies
der Fall, dann gilt:

< /A ()| da.

/ flx)da = flx)dx + f(x)de.
A A Az
(vi) Sei f: A — R stetig, beschrinkt. Dann ist f € R(A).

Satz 17.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei A C R" Jordan-messbar und f € R(A). dann
gilt

inf f(@)]4] < /A f@)do < sup f(2)| A

Korollar 17.13 Sei A C R"™ eine Jordan-Nullmenge und f : A — R beschrinkt. Dann gilt f € R(A) und
Sy flz)dz = 0.

Satz 17.14 (Vernachlissigbarkeit von Jordan-Nullmengen) Sei B C R™ beschrankt und Jordan-
messbar, f € R(B) und sei A C B eine Jordan-Nullmenge. Falls g : B — R beschrénkt ist und

g=fauf B\ A,

/Bf(x)dx:/Bg(as)da:.

17.3 Das uneigentliche Riemannintegral

dann gilt g € R(B) und

Definition. Sei U C R™ offen. Eine Folge (K;) von kompakten Jordan-messbaren Teilmengen von U heisst
Ausschdpfungsfolge fir U, falls gilt

K; C ID(Z‘Jrl Vi und U;eny K; = U.
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Definition. Sei U C R"” offen. f : U — R heillt uneigentlich Riemann-integrierbar iiber U, falls fiir jede
Ausschopfungsfolge (K;) die Funktionen f|x, beschrinkt und Riemann-integrierbar sind, und der Grenzwert

lim f(z)dx

1—00 K,
i

existiert und von der Ausschépfungsfolge unabhingig ist. Ist dies der Fall, dann heift

/ f(@)dx := lim f(z)dx
U

1—00 J
i

das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber U.

Bemerkung. Das uneigentliche Riemannintegral kann also existieren auch falls U oder f unbeschrinkt sind.

17.4 Das Riemannintegral iiber Normalbereiche
Héufig wird das Integral gesucht iiber eine Menge, die zwischen den Graphen zweier reellwertiger Funktionen
liegt. Solche Mengen heiffen Normalbereiche.

Definition. Sei A C R" beschriinkt und Jordan-messbar, und ¢, : A — R stetig mit ¢(z) < () fiir
x € A. Die Menge
N :={(z,t) e R"™ : 2z € Aund ¢(z) <t < (x)}

heifst Normalbereich (zu A, ¢ und ¥) oder auch Normalbereich in der ¢-Richtung.

Satz 17.15 Sei N' C R"*! Normalbereich zu A, ¢ und . A ist Jordan-messbar und

V] = /Q () d(a, 1) = / ((z) - o(x)) dr,

A

wobei Q C R™*! ein beliebiger abgeschl. Quader mit A C Q ist. Falls f : N — R stetig ist, dann ist f € R(N)

und es gilt
P(x)
/A/f(xﬂt) d($7t) = /A <~/¢(¢) f($7t)dt> dax.

Beispiel. Das Integral fmf(x,y) d(z,y) fiir f(z,y) := 22 und B1(0) = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} kann

berechnet werden mit Hilfe von Satz 17.15, in dem man A := [-1,1], ¢(z) := —v1 — 22 und ¢ (z) := V1 — z?
definiert. Man erhilt fmf(x, y)d(z,y) = 7/4.

17.5 Der Transformationssatz

Fiir stetige Funktionen f: R — R haben wir folgende Substitutionsformel in Satz 11.13 gezeigt.
d , w(d)
[ e way= [ @y
c w(c)
fiir alle ¢ € C'([c,d],R) und ¢ < d.

Falls wir uns auf den Fall von einem injektiven ¢ beschrinken, ist ¢’ > 0 oder ¢’ < 0 auf [¢,d]. Im Fall ¢’ > 0
gilt ¢(c) < ¢(d)
»(d)
[ fwae= [ faa
e(c) @ ([e.d])
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(in der Notation der Riemann-Integration in R™). Im Fall ¢’ < 0 gilt ¢(c) > ¢(d)

w(d)
/ f(z)dz = —/ f(x)d.
e(c) #([c,d])

d
/ f(z)de = / o)l (4)] dy.
w([c,d]) c

In beiden Féllen gilt also

Wir verallgemeinern jetzt diese Formel fiir R™.

Satz 17.16 (Transformationssatz) Sei B C R"™ Jordan-messbar (und beschriankt), V' C R™ offen mit
B CV und sei ® € C*(V,R"). Sei N C R™ eine Nullmenge, sodass ®|p\ y injektiv ist und det D®(z) # 0
fiir alle z € B\ N. Dann ist ®(B) Jordan-messbar und fiir f : ®(B\ N) — R beschrinkt und stetig gilt
f € R(®(B)) und

/ f(x)da = / F(®(y))] det D(y)] dy.
&(B) B

17.6 Integralsitze: Satz von Gaufl und Satz von Stokes

Fiir Funktionen F' € C'([a,b],R) haben wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, d.h.

b
/ F/(x)de = F(b) — Fla).

Das Integral wird also anhand der Randwerte der Stammfunktion ausgedriickt. Die Sétze von Gaufs und
Stokes verallgemeinern dieses Resultat im gewissen Sinne fiir R? und R3.

17.6.1 Satz von Gauft in der Ebene

Definition. Sei  C R" offen und F € C*(Q, R"™). Die Divergenz von F ist
divF :=V-F:=Y 0, F;.
j=1

Definition. Eine auf [a, b) injektive Kurve + : [a, b] — R? mit v(a) = ~(b) (d.h einfache, geschlossene Kurve)
heifst Jordan-Kurve.

Eine Jordan-Kurve heifst positiv orientiert, falls ihre Spur gegen den Uhrzeigersinn verlaufen wird.

Satz 17.17 (Gauf in der Ebene) Sei Q C R? ein Normalbereich in x sowie in y-Richtung. Sei 9 die Spur
einer positiv orientierten stiickweise C! Kurve « und sei f € C'(Q,R?). Dann gilt

/QV-f(x,y)d(x,y)=/wf-nds,

wobei n der dufiere Normaleneinheitsvektor an 0f2 ist.

Bemerkung. 1. Da ) ein Normalbereich ist, ist 02 automatisch eine Jordan-Kurve.
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2. Viele Mengen (2, die kein Normalbereich sind, lassen sich in kleinere Normalbereiche zerlegen. Zum Bei-
spiel der Kreisring {(r cos(6),rsin(f)) : r € [1,2],0 € [0,27]} kann zerlegt werden in die zwei Normalbe-
reiche Q1 := {(rcos(8),rsin(f)) : r € [1,2],0 € [0,7/2]}, Q2 := {(r cos(),rsin()) : r € [1,2],0 € [7/2, 7]},
Qg := {(rcos(9),rsin()) : r € [1,2],0 € [r,37/2]}, and Q4 := {(r cos(),rsin(0)) : r € [1,2],0 € [37/2, 27]}.
Das Integral {iber ) ist dann die Summe der Integrale iiber ©2;, j = 1,...,4. Es ist einfach zu zeigen,
dass sich in der Summe [, f-nds+ [, f-nds die Anteile iiber die gemeinsamen Trennlinien weg ad-
dieren. Der Satz von Gauf bleibt also richtig fiir messbare Mengen, die sich in Normalbereiche zerlegen
lassen.

3. Weil 09 stiickweise C ist, existiert der #ufere Normaleneinheitsvektor n in Satz 17.17 bis auf endlich
viele Punkte auf 0f). Da endlich viele Punkte im reellen Intervall eine Nullmenge sind, folgt aus Korollar
17.13, dass man in diesen Punkten den Normalenvektor n beliebig definieren kann.

4. Satz von Gauf erlaubt eine physikalische Interpretation der Divergenz. Falls f der Geschwindigkeits-
vektor einer Stromung ist, dann ist n - f die Geschwindigkeitskomponente nach aufen durch 0. Der
Satz sagt also, dass die Divergenz den Fluss aus einem Volumen beschreibt. Bei positiver Divergenz in
x € Q ist der Fluss aus einem kleinen Volumen um x nach aufien (die Strémung ,divergiert) und bei
negativer Divergenz nach innen.

Korollar 17.18 (Inhaltsberechnung in R?) Sei 2 und « wie in Satz 17.17. Dann gilt fiir den Inhalt ||

1 .
2= [ G)onas
Y

Bemerkung. Man kann also den Inhalt anhand eines Kurvenintegrals berechnen.

17.6.2 Oberfliichenintegrale in R?

Unser Ziel ist reellwertige Funktionen iiber Flichen in R3 zu integrieren. Auferdem mochten wir den FIi-
cheninhalt eines Flachenstiicks berechnen.

Definition. Fiir zwei Vektoren a,b € R3 heifit

a2b3 — (Lgbg
axb:= a3b1 — a1b3
a1 b2 — agbl
das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) von a und b.
e [ €
Bemerkung. 1. Formal ist a x b = det (Zi Zg Zg ), wobei eq, es und ez die standard-Einheitsvektoren in
1 2 3

R3 sind.
2. Es gelten die Rechenregeln
e axb=—(bxa)
e (Aa)xb=ax (A)=XAaxb)VAeR
ax(b+c)=(axb)+(axc)
e axa=0
e a-(axb)=b-(axb)=0,dh. axbist senkrecht an a und b

3. Wie man aus der linearen Algebra weiss, ||a X b||2 ist gleich dem Inhalt des Parallelogramms mit den
Seiten a und b.
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4. Die Richtung des Vektors a x b folgt der ,Drei-Finger-Regel“.

Wir entwickeln die Integrationstheorie fiir Flachen - spezielle zwei dimensionale Untermannigfaltigkeiten in
R3.

Definition. Eine zwei dimensionale Untermannigfaltigkeit S C R heifit Fliche, falls eine globale injektive
Parametrisierung (i.A. kein Homdomorphismus) ® € C*(U,R3) mit U C R? offen existiert, sodass S = ®(G)
fiir ein G C U.

Eine Fliche mit Rand ist cine Fliche S mit S = ®(G) und ®(G) N ®(AG) = (. S := ®(IG) heikt der Rand
von S.

Beispiel. Zum Beispiel die Sphiire S? ist eine Fliche ohne Rand, wobei z.B. die obere Hemisphiire eine Fliiche
mit Rand ist.

Bemerkung. Sei S eine Fliche mit der C'-Parametrisierung @ : (u,v) — ®(u,v) € R3, sodass S = ®(G),G C R2.
1. Fiir (u,v) € G ist
span{0y ®(u, v), 0y ®(u,v)} = To(y,v0)5,

also der Tangentialraum im Punkt ®(u,v). Der Normalenraum von S in ®(u,v) wird dann gespannt
von dem Normalenvektor
N(u,v) := 0,P(u,v) x 0,P(u,v).

2. Sei einfachheitshalber G ein Rechteck. Nach einer Zerlegung von G in m Teilrechtecke G; mit Stiitzpunk-
ten (uj;,v;), j = 1,...,m und mit Seitenléingen Aw;, Av; liefert ||0,®(u;,v;) X 0y ®(u;, v;)|l2Au; Av;
anschaulich eine Approximation des Flacheninhaltes des Fléchenstiicks ®(G;). Die Summe {iber j

> 10u®(uy, ;) x 0u®(uy, v;)ll2Au; Av;
j=1
ist eine Riemann-Summe fiir die Funktion (u,v) — [|0,®(u,v) x 0,®(u,v)||2. Analog ist

m

D F(@ (g, ;) 102D (g, v5) X Bp®(uj, v;)]|2Au;Av;

Jj=1

eine Riemann-Summe fiir die Funktion (u,v) — f(®(u,v))||0uP(u, v) X 3P (u,v)||2-

Falls f stetig auf ®(G) und ® € C'(G,R?), dann sind die obigen zwei Funktionen Riemann integrierbar,
sodass folgende Definition Sinn macht.

Definition. Sei S = ®(G) eine Fliche mit G C R? und ® eine globale Parametrisierung zu S, wie in der
Definition der Fléche. Der Fldcheninhalt von S ist

A(S) ::/GHN(u, v)||2 d(u, v) :/G||8UCI>(U,U) X Oy ®(u, v)||2 d(u, v).

Sei f € C(®(G),R). Dann heift

[ 1= [ $@ 0.0, 0) x 0,800} 2 dlu )
s G
das Oberflichenintegral von f iiber S.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass A(S), sowie [ 5 [ do unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung ®
sind.

44



17.6.3 Satz von Stokes in R?

Definition. Sei  C R" offen und F € C'(Q, R?). Die Rotation von F ist

02 F3 — 03 Fy
rotF':=V x F := 83F1—81F3
O1Fy — O 1

Satz 17.19 (Stokes) Sei S = ®(G) eine Fliche mit Rand mit der Parametrisierung ® € C?(U, R?) (injektiv),
wobei U C R? offen und G C U ein Normalbereich in der x; sowie in der xs—Richtung ist mit positiv
orientiertem Rand. Sei F' € C1(V,R3) fiir ein offenes V O ®(U). Dann gilt

/(VXF)~Vd0: F - dz,
S oS

wobei v(u,v) := N(u,v)/||N(u,v)||2 der dufere Normaleneinheitsvektor an S im Punkt ®(u,v) ist.

Bemerkung. 1. Streng gesagt, haben wir die Notation [, ¢ F - dz nicht definiert. Es wird natiirlich das
Kurvenintegral 2. Art entlang der Kurve, die 05 erzeugt, gemeint. Das heifst fas F.dr = f‘i’(’y) F- d_U'C,
wobei v die positiv orientierte Kurve in R? mit der Spur 9G ist.

2. Aus den Voraussetzungen folgt, dass 95 = ®(9G) die Spur einer stiickweise C2-Kurve ist.

3. Der Satz von Stokes erlaubt eine physikalische Interpretation der Rotation. Sei F' die Geschwindigkeit
einer Stromung in R3. Dann misst

F.dr= F.dx
as 2(7)

die Rotation der Stromung um S, weil man die tangentiale Komponente von F' entlang der Kurve 05
integriert. Falls also |((V x F) - v)(xo)| grok ist in einem xg, dann ist [(V x F) - vdo grok fiir alle S
klein genug mit o € S und mit Normalenvektoren, die in dhnlicher Richtung zu v zeigen. Nach dem
Satz von Stokes rotiert dann die Stromung lokal stark um xg.

17.6.4 Satz von Gauf in R3
Definition. 2 C R? heift ein C'—Normalbereich beziiglich der xy— Ebene, falls
Q={(z,y,2) eR: (z,y) € K, p1(2,y) < 2 < pa(z,9)},
wobei K C R? kompakt und Jordan-messbar ist und
(i) ¢1,2 € CH(K,R),

(ii) OK ist eine positiv orientierte stiickweise C' Jordan-Kurve,

(iii) Vi € {1,2} wird der Graph von ¢; parametrisiert durch ®@ := (¢, p; 0 ¢), wobei ¢ : K; — K
eine Substitution wie in Satz 17.16 ist und K; C R? kompakt. Auferdem gilt det Dg") < 0 auf K und
det Dg®® > 0 auf K, (bis auf Nullmengen).

Bemerkung. Es gibt also die zwei Flachen

Si = @D (K;) = {(¢“(w,v), 0:(9" (u,))) : (u,v) € K;}

fir ¢ = 1,2. S; und S5 sind der untere bzw. obere ,,Deckel“ des Normalbereiches 2.
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Satz 17.20 (Gauf® in R3) Sei Q C R3 ein C''-Normalbereich beziiglich der xy, yz und xz-Ebenen. Sei
U C R? offen mit Q C U und F € C*(U,R?). Dann gilt

/V-F(m,y,z)d(m,y,z): F-vdo,
Q 90

wobei v der dufiere Normaleneinheitsvektor an 02 ist.

Bemerkung. Die Vorzeichen-Bedingungen an det Dg¥) versichern, dass v = N/||N||z, d.h., dass
N(u,v) = 9,9 (u,v) x 8,89 (u,v)

tatsdchlich nach aufien von Q zeigen. Zum Beispiel, auf dem unteren Deckel Sy ist
N(u,v) = 8,2 (u,v) x 8,8M (u,v),

sodass ) ) ) )
N3(u,v) = (Qupi"0u08” — 803 8,0t (u, v) = det DD (u, v).

Wegen det Dg") < 0 zeigt N tatsichlich nach unten.
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